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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 ΠΡΟΛΟΓΟΣ ∆ΕΥΤΕΡΗΣ ΕΚ∆ΟΣΗΣ

Η πρώτη έκδοση αυτού του ϐιβλίου ϕαίνεται ότι πέτυχε το στόχο της. Ευ-

χαριστώ αναγνώστες και συναδέλφους για την ενθάρρυνσή τους.

Κινούµενος στο ίδιο πλαίσιο, πρόσθεσα τέσσερα νέα κεφάλαια, τα οποία

πιστεύω ότι είναι ενδιαφέροντα, επίκαιρα και συµπληρώνουν την ύλη της

πρώτης έκδοσης.

Ιωάννινα 2008

1.2 ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΠΡΩΤΗΣ ΕΚ∆ΟΣΗΣ

Οι σηµειώσεις αυτές σκοπό έχουν να παρουσιάσουν µερικές εφαρµογές της

γραµµικής άλγεβρας κυρίως σε άλλες επιστήµες. Το αντικείµενο είναι η

µελέτη µοντέλων και προβληµάτων από επιστήµες όπως Οικονοµία, Κοιν-

ωνιολογία, Γενετική, Οικολογία, Θεωρία παιχνίων, Φυσική κ.α..

Σε ένα τυπικό µάθηµα γραµµικής άλγεβρας όπου το ϐάρος δίνεται στην

προετοιµασία των διδασκοµένων για εφαρµογές του µαθήµατος σε άλλους

κλάδους των Μαθηµατικών, δεν αποµένει αρκετός χρόνος για εφαρµογές

πέραν των απαραίτητων. Κυρίως για αυτόν το λόγο το αντικείµενο ϕαίνε-

ται ξεκοµµένο από την πραγµατικότητα και δρα ανασταλτικά για τους µη

άµεσα ενδιαφεροµένους. Κάτι ανάλογο αντιµετωπίζεται και στον Απειροστικό

λογισµό όταν τον µελετάµε µακριά από τις ϕυσικές επιστήµες που οδήγησαν

στην εξέλιξη του.

Με αυτές τις σηµειώσεις προσπαθούµε να γεφυρώσουµε αυτό το χάσµα.

Οι σύγχρονες τάσεις αλλά και οι απαιτήσεις της τεχνολογίας εντείνουν αυτήν

την ανάγκη προσέγγισης των ϑεωρητικών µαθηµάτων.

vii



viii ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η τακτική που ϑα ακολουθήσουµε είναι η εξής : Θεωρούµε ότι έχουµε µία

καλή γνώση της γραµµικής άλγεβρας και ϐασικές γνώσεις από τη ϑεωρία πι-

ϑανοτήτων. Ξεκινώντας από κάποιο συγκεκριµένο πρόβληµα από την πραγ-

µατικότητα, δηµιουργούµε ένα µαθηµατικό µοντέλο το οποίο περιγράφει µία

ολόκληρη οικογένεια σχετικών προβληµάτων και το µελετούµε. Βάζοντας

κάποιους περιορισµούς στο αρχικό πρόβληµα µπορούµε να απαντήσουµε

για τη µελλοντική εξέλιξη του.

Τα περισσότερα µοντέλα που µελετάµε τα έχουµε δανειστεί από το κλασικό

ϐιβλίο για αυτά τα ϑέµατα των Chris Rorres and Howard Anton ’’Applications
of Linear Algebra’’.

Η µέθοδος µας επικεντρώνεται στη δηµιουργία ενός πίνακα ο οποίος περ-

ιέχει τις πληροφορίες του µοντέλου σε µαθηµατική γλώσσα και τη µελέτη του.

Είναι γνωστό ότι η µελέτη ενός πίνακα απλουστεύεται αν διαγωνοποιηθεί. Οι

ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατά του είναι απαραίτητα και στα περισσότερ-

α προβλήµατα µια συγκεκριµένη ιδιοτιµή απαντά σε σηµαντικό µέρος του

προβλήµατος.

Θα ξεκινήσουµε λοιπόν από δύο απλά µοντέλα (Ανάθεσης και Εφαρµογών

της Θεωρίας Γράφων) µε ποικίλες εφαρµογές για να πάρουµε µια γεύση του

τρόπου που ϑα εργαστούµε. Ακολούθως ϑα προχωρήσουµε σε µια γρήγορη

επανάληψη µερικών επαναληπτικών µεθόδων εύρεσης ιδιοτιµών (οι πίνακες

που εµφανίζονται στην πράξη είναι µεγάλης διάστασης και η εύρεση των ϱιζών

του χαρακτηριστικού πολυωνύµου αρκετά επίπονη) και των πραγµατικών

συµµετρικών πινάκων οι οποίοι αντιµετωπίζονται σε αρκετές εφαρµογές. Στο

κύριο µέρος ϑα ασχοληθούµε µε διάφορα σηµαντικά µοντέλα από τη Θεωρία

Παιχνίων, Οικονοµικών, Κοινωνιολογίας, και Γενετικής.

Οι σηµειώσεις αυτές δεν είναι σε τελική µορφή και διορθώσεις όπως επίσης

και συµπληρώσεις ϑα πρέπει να γίνουν ώστε να δώσουν µια σαφή εικόνα του

αντικειµένου. Ευχαριστούµε ιδιαιτέρως τους συναδέλφους Απόστολο Γέγιο,

Κώστα Καρακώστα και Χρήστο Λάγκαρη για τις χρήσιµες παρατηρήσεις και

υποδείξεις τους. Οποσδήποτε ο συγγραφέας ϑεωρεί τον εαυτό του υπεύθυνο

για όλα τα λάθη, µαθηµατικά και µη.

Ιωάννινα 1999



Κεφάλαιο 2

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ

΄Ενα µαθηµατικό µοντέλο είναι µια µαθηµατική έκφραση κάποιας κατηγορί-

ας προβληµάτων από την πραγµατικότητα. Η ϑεωρία σχετικότητας του Αϊν-

στάιν είναι ένα απτό παράδειγµα. Το Ϲητούµενο είναι να αναλυθούν και

να οργανωθούν µε µαθηµατικό τρόπο πολύπλοκα συστήµατα. ΄Οπως για

παράδειγµα:

Η οικονοµία µιας χώρας στην οποία υπεισέρχονται η προσφορά και η

Ϲήτηση διαφόρων προϊόντων.

Η εξυπηρέτηση τηλεφωνηµάτων µεταξύ διαφόρων χωρών.

Οι παράγοντες που επηρεάζουν κάποια ασθένεια και η εξέλιξη της στον

χρόνο, κ.λ.π..

∆υστυχώς τα περισσότερα µοντέλα απαιτούν µεγάλες ποσότητες πληρο-

ϕοριών οι οποίες συνδέονται µεταξύ τους µε πολύπλοκους και τις περισ-

σότερες ϕορές άγνωστους τρόπους. Φυσικά όσο περισσότερες πληροφορίες

χρησιµοποιούµε για το µοντέλο µας τόσο πιο ακριβή στοιχεία ϑα µας δώ-

σει. Οι µηχανισµοί µε τους οποίους οι ανεξάρτητες µεταβλητές επηρεάζουν

το συγκεκριµένο µοντέλο δεν είναι συνήθως γνωστοί. Σ΄ αυτές τις περιπτώσεις

το µοντέλο µας ϑα πρέπει να είναι απλό και παρόλα αυτά ϑα πρέπει να δίνει

πληροφορίες τις οποίες δεν µπορούµε να αποκοµίσουµε διαφορετικά.

Τα περισσότερα µοντέλα δεν είναι γραµµικά. Τα γραµµικά τα οποία ϑα

µελετήσουµε εµείς είναι απλούστερα και οι απαντήσεις τους δίνουν µια καλή

προσέγγιση της πραγµατικότητας. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι τόσο

καλά όσο η προσέγγιση µιας συνάρτησης απο την πρώτη παράγωγο σε σχέση

µε ένα πολυώνυµο Taylor ανωτέρου ϐαθµού.

Ας µελετήσουµε µερικά απλά και ταυτόχρονα χαρακτηριστικά παραδείγ-

µατα.

Παράδειγµα 1 ΄Εστω ότι η οικονοµία µιας πόλης στηρίζεται σε τρεις ϐιο-

µηχανίες : ΄Ενα ορυχείο άνθρακος, ΄Ενα σταθµό παραγωγής ηλεκτρικής

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ

ενέργειας, και Μια εταιρεία µεταφορών. (Η µονάδα χρηµάτων που ϑα χρησι-

µοποιήσουµε αντιστοιχεί σε 10000 ευρώ.) Για την εξόρυξη 1µ άνθρακα, η

εταιρεία αγοράζει 0.25µ ενέργεια και 0.25µ υπηρεσίες µεταφοράς. Για την

παραγωγή 1µ ηλεκτρισµού, η εταιρεία αγοράζει 0.65µ άνθρακα, χρησιµοποιεί

0.05µ ηλεκτρική ενέργεια, και 0.05µ υπηρεσίες µεταφοράς. Για την παροχή

1µ υπηρεσιών µεταφοράς, η εταιρεία χρειάζεται 0.55µ άνθρακα και 0.1µ η-

λεκτρική ενέργεια. Κάποια εβδοµάδα, η εταιρεία άνθρακος είχε παραγγελία

50000µ από µια εταιρεία εκτός της πόλης και η εταιρεία ηλεκτρικής ενέργειας

25000µ για ϱεύµα εκτός πόλης. Πόση πρέπει να είναι η παραγωγή ώστε να

ικανοποιηθεί η εντός και εκτός πόλης Ϲήτηση;

΄Εστω

x1 =άνθρακας σε µ που εξορυγνύονται σε µία ϐδοµάδα.

x2 =ηλεκτρική ενέργεια σε µ που παράγονται σε µία ϐδοµάδα.

x3 =υπηρεσίες σε µ που προσφέρονται σε µία ϐδοµάδα.

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του προβλήµατος καταστρώνουµε τις

επόµενες εξισώσεις :

(2.1)

Πρoσφoρα/Zητηση Aνθρακαs Pευµα Mεταφoρα Eξαγωγη
Aνθρακαs x1 = 0.65x2+ 0.55x3+ 50000

Pευµα x2 = 0.25x1+ 0.05x2+ 0.1x3+ 25000
Mεταφoρα x3 = 0.25x1+ 0.05x2+

΄Εχουµε λοιπόν το επόµενο σύστηµα:

x1 − 0.65x2 − 0.55x3 = 50000

−0.25x1 + 0.95x2 − 0.1x3 = 25000

−0.25x1 − 0.05x2 + x3 = 0

Προφανώς, οι άγνωστοι είναι µη-αρνητικοί.

Ο πίνακας των συντελεστών από τις εξισώσεις (2.1) καλείται πίνακας

κατανάλωσης M γιατί ουσιαστικά αυτοί οι συντελεστές καθορίζουν την

κατανάλωση.

M =

 0 0.65 0.55
0.25 0.05 0.1
0.25 0.05 0


΄Εχουµε λοιπόν (I −M)

 x1

x2

x3

 =

 50000
25000

0

.

Η λύση του προηγουµένου γραµµικού συστήµατος αποτελεί και λύση

του προβλήµατος. Θα µελετήσουµε τη λύση του στα Οικονοµικά µοντέλα.
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Φανταστείτε το προηγούµενο πρόβληµα πόσο πολύπλοκο ϑα ήταν, αν περιέ-

γραφε την οικονοµεία µιάς χώρας όπως οι Ηνωµένες Πολιτείες ή ολόκληρου

του πλανήτη.

Το προηγούµενο µοντέλο είναι στατικό (δεν εξαρτάται από τον χρόνο). Ας

δούµε και ένα παράδειγµα δυναµικού µοντέλου.

Παράδειγµα 2 Το µοντέλο του ϐατράχου (αυτό έχει πολλές εφαρµογές στα

ηλεκτρονικά παιχνίδια). ΄Εστω ότι ένας ϐάτραχος πηδά µεταξύ έξι λωρίδων.

Από αριστερά, ϑέση 1, προς τα δεξιά, ϑέση 6. Προφανώς η ϑέση του εξαρτάται

από το που ϐρίσκεται (ουσιαστικά από την πιθανότητα να ϐρίσκεται σε κάποια

ϑέση) και τι πιθανότητες έχει να κινηθεί σε νέα ϑέση. ΄Εστω ότι ο επόµενος

πίνακας M = (pij) δίνει την πιθανότητα µετάβασης από τη ϑέση j στην i.

Επόµενη ϑέση

1 2 3 4 5 6
1 1/2 1/4 0 0 0 0
2 1/2 1/2 1/4 0 0 0
3 0 1/4 1/2 1/4 0 0
4 0 0 1/4 1/2 1/4 0
5 0 0 0 1/4 1/2 1/2
6 0 0 0 0 1/4 1/2

΄Εστω p
(n)
i η πιθανότητα να ϐρίσκεται ο ϐάτραχος στην i ϑέση στο n-οστό

πήδηµα. Τότε η νέα πιθανότητα είναι :

p
(n)
i = pi1p

(n−1)
1 + pi2p

(n−1)
2 + ... + pi6p

(n−1)
6 .

Ας υποθέσουµε ότι στο παράδειγµά µας οι αρχικές πιθανότητες είναι για

n = 0:

p1 = p2 = 0.5, pi = 0, i > 2.

Οι νέες πιθανότητες για n = 1 γίνονται :

p
(1)
1 = 0.5p1 + 0.25p2 = 0.375

p
(1)
2 = 0.5

p
(1)
3 = 0.125

p
(1)
4 = p

(1)
5 = p

(1)
6 = 0

Τα εύλογα ερωτήµατα που πρέπει να απαντήσουµε είναι τα εξής :

1) Ποιά είναι η συµπεριφορά των πιθανοτήτων στο χρόνο;
2) Μπορούµε να προβλέψουµε την πιθανότητα να ϐρίσκεται ο ϐάτραχος

σε διάφορες ϑέσεις µετά από παρέλευση αρκετού χρόνου;
Αυτό το µοντέλο ϑα το µελετήσουµε στις αλυσίδες Markov.

Προχωρούµε τώρα σε ένα σηµαντικό πρόβληµα στη γενετική, το οποίο ϑα

το µελετήσουµε στο µοντέλο της κληρονοµικότητας.
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Παράδειγµα 3 Κάθε οργανισµός κληρονοµεί από ένα γονίδιο από το Ϲεύγος

των γονιδίων κάθε ενός από τους γονείς του και δηµιουργεί το δικό του

Ϲεύγος. Απ΄ ότι ξέρουµε είναι τυχαίο ποιο γονίδιο ϑα µεταβιβάσει ο γονέας

στο παιδί του. ∆ηλαδή αν ο γονέας είναι ΑΒ το παιδί ϑα πάρει το Α ή το

Β µε την ίδια πιθανότητα. Αν ο ένας γονέας είναι ΒΒ και ο άλλος ΑΒ

το παιδί σίγουρα ϑα πάρει το Β από τον πρώτο και το Α ή το Β από τον

δεύτερο. ΄Αρα το παιδί έχει την ίδια πιθανότητα να είναι ΒΑ ή ΒΒ. Ο επόµενος

πίνακας δίνει όλες τις πιθανές επιλογές και τις αντίστοιχες πιθανότητες.

(AA, AA) (AA, AB) (AA, BB) (AB, AB) (AB, BB) (BB,BB)
AA 1 1/2 0 1/4 0 0
AB 0 1/2 1 1/2 1/2 0
BB 0 0 0 1/4 1/2 1

Αυτό το είδος κληρονοµικότητας έχει να κάνει µε το χρώµα των µατιών

(ανθών), ϕαλακρότητα (τρίχωµα) κ.α..

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΄Ενας γεωπόνος έχει ένα µεγάλο αριθµό ϕυτών τα οποία

αποτελούνται από όλους τους τύπους γονιδίων ΑΑ, ΑΒ, ΒΒ. Θέλει να γο-

νιµοποιεί κάθε υπάρχον ϕυτό µε τον τύπο ΑΑ και να ϐρει την κατανοµή των

τύπων των γονιδίων του πληθυσµού µετά από πολλές γενιές. (Αυτό γίνεται

γιατί ο τύπος ΑΑ έχει κάποιο χαρακτηριστικό που ϑέλουµε να επικρατήσει.)

Θα κλείσουµε την εισαγωγή αυτή µε ένα χαρακτηριστικό πρόβληµα από

τη ϑεωρία παιχνίων :

Παράδειγµα 4 ∆ύο ύποπτοι (Α και Β) συλλαµβάνονται έξω από ένα κατάστη-

µα, το οποίο είχε ληστευθεί. Οι ύποπτοι ανακρίνονται χωριστά και πιέζονται να

οµολογήσουν. Η κατάσταση εκτιµάται ως εξής :

(1) Αν οµολογήσουν και οι δύο η ποινή που ϑα τους επιβληθεί ϑα είναι

κανονική (ϑεωρούµε ότι χάνουν 4 µονάδες ο καθένας).

(2) Αν δεν οµολογήσουν ϑα καταδικαστούν µόνο για διαρρηκτικά εργαλεία

(κερδίζουν 1 µονάδα).

(3) Αν ο ένας οµολογήσει και ο άλλος όχι, ο πρώτος ϑα αθωωθεί και ο

δεύτερος ϑα καταδικαστεί ϐαριά (10 και -6 αντίστοιχα).

Θα ϑεωρήσουµε το πρόβληµα σαν παιχνίδι µε δυο παίχτες. ∆υο σ-

τρατηγικές υπάρχουν σ΄ αυτό το παιχνίδι : 1 οµολογία και 2 άρνηση. Ο

σκοπός του µοντέλου αυτού είναι να ϐρεθεί η ϐέλτιστη στρατηγική για κάθε

παίχτη.

Το ίδιο µοντέλο ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για τους εξοπλισµούς

µεταξύ Αµερικής και Ρωσίας (και γιατί όχι µεταξύ Ελλάδος και Τουρκίας).

Κάθε υποψήφιος πρέπει να αποφασίσει για µείωση ή αύξηση των εξοπλισµών.

Αν αυξήσουν και οι δύο ϑα κερδίσουν περισσότερα όπλα αλλά ϑα είναι πιο
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αδύνατοι σε κοινωνικές παροχές. Αν µειώσουν και οι δύο ϑα διατηρήσουν τη

στρατιωτική ϑέση τους αλλά ϑα αυξήσουν τα οικονοµικά για άλλες χρήσιµες

κοινωνικές παροχές. Αν η µια αυξήσει τότε ϑα έχει υπεροχή όπλων και ϑα

µπορεί να επιβληθεί, λόγω γοήτρου ή και στρατιωτικά, και σε άλλους τοµείς.
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Κεφάλαιο 3

ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΝΑΘΕΣΗΣ

΄Ενα πρόβληµα το οποίο είναι πολύ συνηθισµένο σε διάφορους χώρους ερ-

γασίας είναι η ανάθεση υποχρεώσεων σε πιθανές εταιρίες ή οµάδες εργασίας.

Παραδείγµατος χάριν :

α) Υπευθυνότητες σε εργάτες.

ϐ) Εργαλεία σε ϑέσεις εργασίας.

γ) Παίχτες σε ϑέσεις παιχνιδιού.

Για να γίνουµε πιο συγκεκριµένοι ας δούµε το επόµενο πρόβληµα.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Θέλουµε να τοποθετήσουµε ϑέρµανση σε τρία κτήρια σε σύν-

τοµο χρονικό διάστηµα. Τρεις προσφορές δίνονται ως ακολούθως :

Προσφορές σε χιλιάδες ευρώ.

κτήριο1 2 3
Εταιρεία1 53 96 37

2 47 87 41
3 60 92 36

Κάθε εταιρεία µπορεί να τοποθετήσει µόνο σε ένα κτήριο στη συγκεκριµέν-

η χρονική περίοδο. ΄Αρα πρέπει να ανατεθεί η εργασία και στις τρεις εταιρείες.

Ποία είναι η οικονοµικότερη ανάθεση· ∆ηλαδή ποιό κτήριο ϑα πρέπει να

αναλάβει κάθε εταιρεία ώστε να έχουµε τη µικρότερη δαπάνη;
Εδώ έχουµε 3! = 6 διαφορετικούς τρόπους να εξετάσουµε. Αν ο πίνακας

ήταν 10x10 τότε ϑα είχαµε 3.628.800 (τεράστιο νούµερο). Είναι απαραίτη-

το λοιπόν να ϐρούµε µαθηµατική λύση του προβλήµατος, χωρίς να είµαστε

αναγκασµένοι να εξετάσουµε κάθε πιθανή δοκιµή.

΄Εστω ότι έχουµε n αναθέσεις να τακτοποιήσουµε σε n οµάδες. Υπάρχουν

n! διάφοροι τρόποι για την ανάθεση. Προφανώς ϑέλουµε να ϐρούµε την

πιο αποτελεσµατική. Φυσικά το ’αποτελεσµατική’ εξαρτάται από κάποιους

παράγοντες οι οποίοι εξαρτώνται από το πρόβληµα.

Καλούµε cij το κόστος της ανάθεσης της i υποχρέωσης στην j οµάδα.

Επίσης καλούµε πίνακα κόστους τον ακόλουθο πίνακα :

7
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C =

 c11 · · · c1n
.
.
.

cn1 · · · cnn

 , cij ≥ 0.

Από το προηγούµενο παράδειγµα ϕαίνεται ότι οι τιµές του C δεν είναι

ανάγκη να είναι χρήµατα. Θα το υποθέσουµε όµως αυτό χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας.

Θα εκφράσουµε τώρα ένα µαθηµατικό µοντέλο το οποίο ϑα περιγράφει το

προηγούµενο πρόβληµα.

΄Εστω aij =

{
0, αν η i-εργασία δεν ανατίθεται στη j-οµάδα

1, αν η i-εργασία ανατίθεται στη j-οµάδα

∆ηλαδή ο nxn πίνακας A = (aij) περιγράφει τα Ϲεύγη µίας ανάθεσης.

Ουσιαστικά ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την ακόλουθη ποσότητα

z =
∑

i

∑
j

cijaij.

΄Οπου
∑

j aij = 1 και
∑

i aij = 1.

Ορισµός 5 Μια ανάθεση ϑα είναι ένα διάνυσµα µε συντεταγµένες από τον C
ώστε κάθε συντεταγµένη να εµφανίζεται από διαφορετική γραµµή και στήλη.

Αν x = (c1j1 , · · · , cnjn) είναι µια ανάθεση ϑα έχουµε ότι οι δείκτες j1, ..., jn

είναι όλοι διάφοροι µεταξύ τους.

Ορισµός 6 Ονοµάζουµε κόστος το άθροισµα των συντεταγµένων µιας ανά-

ϑεσης. Μια ανάθεση µε το µικρότερο κόστος ονοµάζεται (optimal) αποτελεσ-

µατική.

3.1 Η µέθοδος της Ουγγαρίας

΄Εστω ότι κάποιο πρόβληµα έχει τον ακόλουθο πίνακα κόστους :
0 5 7 0 1
0 4 0 2 5
6 0 3 7 7
7 9 4 0 0
3 2 0 0 1


Μετασχηµατίζουµε το προηγούµενο πρόβληµα ανάθεσης σε ένα µε

απλούστερο πίνακα. Η ιδέα είναι να εισάγουµε όσο το δυνατόν περισσότερα



3.1. Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΟΥΓΓΑΡΙΑΣ 9

µηδενικά χωρίς να αλλάξουµε το πρόβληµα. Παραδείγµατος χάριν στο προ-

ηγούµενο πρόβληµα υπάρχει µηδενική ανάθεση: a11 = 0, a23 = 0, a32 =
0, a45 = 0, a54 = 0.

Θεώρηµα 7 Αν προσθέσουµε έναν αριθµό σε όλα τα στοιχεία µιας στήλης ή

γραµµής ενός πίνακα κόστους C τότε η οικονοµικότερη ανάθεση για τον νέο

πίνακα C΄ ϑα είναι ίδια µε τον αρχικό. (Αυτό δεν σηµαίνει ότι ϑα έχουν το ίδιο

κόστος).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι έχουµε τον ακόλουθο µετασχηµατισµό :

(ci1, ..., cin)→ (ci1+a, ci2+a, ..., cin+a) και (c1j, ..., cnj)
t → (c1j+b, ..., cnj+

b)t
.

΄Εστω ότι µια ανάθεση του C είναι η ct = (c1t1 , c2t2 , ..., cntn) µε κόστος

A(t) = c1t1 + c2t2 + ... + cntn και cm = (c1m1 , c2m2 , ..., cnmn) µια αποτελεσ-

µατική µε κόστος A(m) = c1m1 + c2m2 + ... + cnmn. ΄Αρα A(t) ≥ A(m). Ας

ϑεωρήσουµε τις επόµενες αναθέσεις από τον πίνακα C ′

c′m = (c1m1 , ..., cimi
+ a, ..., csms + b, ..., cnmn) µε ms = j και

c′t = (c1t1 , ..., citi + a, ..., cjtj + b, ..., cntn). Υπάρχει και η περίπτωση c′t =
(c1t1 , ..., cij + a + b, ..., cntn) η οποία αντιµετωπίζεται µε τον ίδιο τρόπο.

Τότε A′(m) = A(m)+a+b και A(t)+a+b = A′(t). Τώρα A′ (t) ≥ A′ (m).
∆ηλαδή, από την i γραµµή του C′ όποια συντεταγµένη και να πάρουµε

η διαφορά ϑα είναι a ενώ από στήλη ϑα είναι b. ΄Αρα αν ξεκινήσουµε µε

οικονοµικότερη ανάθεση η καινούργια ϑα είναι πάλι οικονοµικότερη µόνο

που το κόστος A′ ϑα δίνεται από A′ = A + a + b.
Οι αναθέσεις λοιπόν διατηρούν τη διάταξή τους ως προς το κόστος

και η οικονοµικότερη για έναν πίνακα είναι και για τον άλλο ο οποίος

προέρχεται µέσο των προηγούµενων µετασχηµατισµών. Το αποτέλεσµα αυτής

της παρατήρησης είναι ότι αν δηµιουργήσουµε έναν καινούργιο πίνακα

µε αρκετά µηδενικά στοιχεία ώστε κάποιο υποσύνολο αυτών να αποτελεί

οικονοµικότερη ανάθεση, οι ίδιες ϑέσεις ϑα µας δίνουν την οικονοµικότερη

ανάθεση και για τον αρχικό.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Μια εταιρεία κατασκευών έχει 4 µεγάλες µπουλντόζες τοπο-

ϑετηµένες σε 4 διαφορετικά σηµεία. Πρέπει να µετακινηθούν σε 4 περιοχές

εργασίας. Η απόσταση κάθε µπουλντόζας και εργοταξίου δίνεται από τον

ακόλουθο πίνακα σε χιλιόµετρα.

εργοτάξιο 1 2 3 4
µπουλντόζα 1 90 75 75 80

2 35 85 55 65
3 125 95 90 105
4 45 110 95 115
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Πως πρέπει να µετακινηθούν οι µπουλντόζες ώστε να ελαχιστοποιήσουµε

την απόσταση· (Ακολουθούµε τα επόµενα ϐήµατα.)

Βήµα 1. Αφαιρούµε 75 από την πρώτη γραµµή (το µικρότερο στοιχείο

της), 35 από την δεύτερη (το µικρότερο στοιχείο της), 90 από την τρίτη (το

µικρότερο στοιχείο της), και 45 από την τέταρτη (το µικρότερο στοιχείο της).

Και ο πίνακας γίνεται 
15 0 0 5
0 50 20 30
35 5 0 15
0 65 50 70

 .

Βήµα 2. Αφαιρούµε 5 από την τελευταία στήλη (το µικρότερο στοιχείο

της). Και ο πίνακας γίνεται
15 0 0 0
0 50 20 25
35 5 0 10
0 65 50 65

 .

Βήµα 3. Καλύπτουµε τα µηδενικά στοιχεία µε γραµµές ή και στήλες ώστε

το πλήθος τους να είναι ελάχιστο. (Πιθανόν να υπάρχουν πολλές επιλογές.)

Βρίσκουµε ότι χρειάζονται τρεις γραµµές.

Βήµα 4. Βρίσκουµε το ελάχιστο µεταξύ των στοιχείων που δεν είναι

καλυµµένα, στο παράδειγµά µας το 20 ή το 5 ανάλογα µε την επιλογή,

και το προσθέτουµε στα στοιχεία που καλύπτονται από δύο ευθείες ενώ το

αφαιρούµε από αυτά που δεν είναι καλυµµένα. Και ο πίνακας γίνεται
35 0 0 0
0 30 0 5
55 5 0 10
0 45 30 45

 .

5) Επαναλαµβάνουµε τις καλύψεις των µηδενικών από την αρχή.

6) Αφαιρούµε την ελάχιστη τιµή 5 των µη καλυµµένων στοιχείων και την

προσθέτουµε στα στοιχεία που καλύπτονται από δύο ευθείες. Και ο πίνακας

γίνεται 
40 0 5 0
0 25 0 0
55 0 0 5
0 40 30 40

 .

Βήµα 7. Από αυτόν τον πίνακα ϑα ϐρούµε την οικονοµικότερη ανάθεση

γιατί το ελάχιστο πλήθος των γραµµών που χρησιµοποιούµε είναι ίσο µε το

πλήθος των γραµµών του πίνακα.
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Η µέθοδος που εφαρµόσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα καλείται Ουγ-

γαρέζικη γιατί εκεί πρωτοεµφανίστηκε.

Η Ουγγαρέζικη µέθοδος περιγράφεται ως ακολούθως.

Μοντέλα ανάθεσης- Ουγγαρέζικη Μέθοδος

Βήµατα Σχόλια

1) Αφαιρούµε τη µικρότερη τιµή κάθε

γραµµής από όλα τα στοιχεία της

γραµµής.

2) Αφαιρούµε τη µικρότερη τιµή κάθε

στήλης από όλα τα στοιχεία της στήλης.

3) Καλύπτουµε όλα τα µηδενικά µε

ευθείες που χαράζουµε σε γραµµές και

στήλες, ώστε ο αριθµός των ευθειών να

είναι ελάχιστος.

4) α) Αν ο αριθµός των ευθειών είναι n,

µια οικονοµική ανάθεση είναι δυνατή.

ϐ) Αν ο αριθµός των ευθειών είναι

µικρότερος από n, οικονοµική ανάθεση

δεν είναι ακόµα δυνατή.

5) Βρίσκουµε τη µικρότερη τιµή που δεν

καλύπτεται από τις ευθείες και την

αφαιρούµε από όλα τα ακάλυπτα

στοιχεία. Επίσης την προσθέτουµε στα

στοιχεία που καλύπτονται από δύο

ευθείες. Πηγαίνουµε πάλι στο 4.

Κάθε γραµµή έχει τουλάχιστον ένα

µηδέν και όλα τα στοιχεία είναι µη

αρνητικά.

Κάθε γραµµή και στήλη έχει

τουλάχιστον ένα µηδέν και όλα τα

στοιχεία είναι µη αρνητικά.

Υπάρχουν συνήθως πολλοί τρόποι για

τη χάραξη των ευθειών. Υπάρχουν

αλγόριθµοι οι οποίοι πετυχαίνουν αυτή

τη χάραξη.

Αν υπάρχει οικονοµική ανάθεση

µπορούµε να τη ϐρούµε σαν διάνυσµα

χρησιµοποιώντας κατάλληλους

αλγόριθµους ή µε δοκιµές προσέχοντας

να πάρουµε ένα µηδενικό από κάθε

γραµµή και στήλη.

Η ϑέση της οικονοµικότερης ανάθεσης

δεν αλλάζει σύµφωνα µε ϑεώρηµα που

έχουµε δείξει.

Σχόλια της Ουγγαρέζικης µεθόδου

1) Ο πίνακας κόστους πρέπει να είναι τετραγωνικός.

2) Τα στοιχεία του πίνακα τα κάνουµε ακέραιους.

3) Το πρόβληµα είναι ελαχιστοποίησης. Αν δεν είναι, πολλαπλασιάζουµε

τον πίνακα µε -1.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Το πρόβληµα της ανάθεσης είναι ειδική περίπτωση του µον-

τέλου της µεταφοράς το οποίο λύνεται µε τη µέθοδο Simplex.

Θεώρηµα 8 Αν ο αριθµός των ευθειών που καλύπτουν όλα τα µηδενικά είναι

µικρότερος απο n, τότε οικονοµική ανάθεση δεν είναι δυνατή.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει οικονοµική ανάθεση. Κάθε µηδενικό της

ϐρίσκεται σε διαφορετική γραµµή και στήλη. ΄Αρα µια οριζόντια γραµµή

µπορεί να καλύψει το πολύ ένα απο αυτά τα µηδενικά. Το ίδιο ισχύει και
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για τις κάθετες γραµµές. ∆ηλαδή χρειάζονται τόσες γραµµές όσες και τα

µηδενικά της οικονοµικής ανάθεσης, n.

Θεώρηµα 9 (D. Koning and E. Egerrary 1931) ΄Εστω ότι ένας nxn πίνακας

ανάθεσης περιέχει k ≤ n το πολύ µηδενικά τα οποία έχουν την ιδιότητα να

ϐρίσκονται σε διαφορετικές γραµµές και στήλες. Τότε όλα τα µηδενικά του

πίνακα καλύπτονται από k ακριβώς οριζόντιες ή και κάθετες γραµµές.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε τα k µηδενικά που ϐρίσκονται σε διαφορετική

γραµµή και στήλη το καθένα µε � και καλούµε το σύνολο αυτών αρχικό

σύνολο. Τα υπόλοιπα µηδενικά τα συµβολίζουµε κανονικά µε 0. Θα δείξουµε

ότι όλα τα µηδενικά του πίνακα µπορούν να καλυφθούν µε k ευθείες. Για το

σκοπό αυτό ϑα περιγράψουµε έναν αλγόριθµο ο οποίος κατασκευάζει αυτές

τις ευθείες. Κάθε τέτοια ευθεία ϑα διέρχεται από ένα τέτοιο � και κατά

συνέπεια ϑα είναι k το πλήθος.

΄Εχουµε δυο ϐασικές περιπτώσεις : 1) Γραµµές που δεν έχουν � και 2)

γραµµές που έχουν �.

1) Απο κάθε 0 τέτοιας γραµµής ϕέρνουµε κάθετη ευθεία. Κάθε τέτοια

στήλη διέρχεται από � (εξηγήστε).

2) Από τις γραµµές που έχουν �, κάποια από αυτά είναι ήδη καλυµµένα

από τις ευθείες που ορίστηκαν στο 1) περιπτωση Α και κάποια δεν είναι

καλυµµένα περίπτωση Β.

Α. Κάθε τέτοιο � µηδενικό το συµβολίζουµε µε �. Τα µηδενικά 0 τέτοιας

γραµµής τα συµβολίζουµε µε � και τα καλύπτουµε µε κάθετες ευθείες. Κάθε

τέτοια στήλη περιέχει � ή όχι. Αν δεν περιέχει ανταλλάσουµε το � µε 0 της

στήλης του που όρισε την ευθεία στην 1). Τότε αυτό το � δεν έχει � ούτε στη

γραµµή του ούτε στη στήλη του. ΄Ατοπο γιατί τότε ϑα είχαµε k + 1 µηδενικά

� µε αυτή την ιδιότητα.

Β. Για κάθε τέτοιο � καλύπτουµε τα 0 της γραµµής του µε κάθετες ευ-

ϑείες. Κάθε τέτοια στήλη περιέχει � ή όχι. Αν δεν περιέχει ανταλλάσουµε

αυτό το 0 µε το � της γραµµής του (η κάθετη ευθεία συνεχίζει να υπάρχει).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Το πρόβληµα των συνοικεσίων.

΄Ενα γραφείο συνοικεσίων έχει 4 γυναίκες, Α-Β-Γ-∆, και 5 άνδρες, 1-2-3-

4-5, πελάτες, οι οποίοι επιθυµούν να παντρευτούν. Το γραφείο αριθµεί µε

κάποια κριτήρια τα πιθανά ταιριάσµατα (Ϲευγάρια) µεταξύ 0 το χειρότερο και

10 το καλύτερο. Η αρίθµηση δίνεται από τον ακόλουθο πίνακα

1 2 3 4 5
A 7 4 7 3 10
B 5 9 3 8 7
Γ 3 5 6 2 9
∆ 6 5 0 4 8
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Ποια αντιστοιχία ϑα έδινε το µέγιστο άθροισµα αρίθµησης;
Μετατρέπουµε το πρόβληµα σε πρόβληµα οικονοµικότερης ανάθεσης.

Ακολουθούµε την Ουγγαρέζικη µέθοδο κατά γράµµα. Επειδή οι άντρες είναι

περισσότεροι προσθέτουµε και µια γυναίκα ακόµα Ε ώστε να µην ταιριάζει

µε κανέναν. Τα ϐήµατα της µεθόδου δίνονται από τους ακόλουθους πίνακες.
−7 −4 −7 −3 −10
−5 −9 −3 −8 −7
−3 −5 −6 −2 −9
−6 −5 0 −4 −8
0 0 0 0 0

→


3 6 3 7 0
4 0 6 1 2
6 4 3 7 0
2 3 8 4 0
0 0 0 0 0



→


1 4 1 7 0
4 0 6 1 4
4 2 1 7 0
0 1 6 4 0
0 0 0 0 2

→


0 3 0 4 0
4 0 6 1 5
3 1 0 4 0
0 1 6 2 1
0 0 0 0 3


΄Αρα το καλύτερο ταίριασµα ϑα είναι (∆,1), (Β,2), (Α,3), (Ε,4) και (Γ,5).

3.2 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Μια αεροπορική εταιρία µεταφορών έχει στη διάθεσή της 4 αεροπλάνα και

4 εξειδικευµένους πιλότους. Το κόστος πιλότου-αεροπλάνου δίνεται από τον

ακόλουθο πίνακα. Βρείτε τα Ϲευγάρια ώστε να έχουµε την οικονοµικότερη

λύση.

Πιλότοι


5 5 − 2
7 4 2 3
9 3 5 −
7 2 6 7


2) Υποθέτουµε στο προηγούµενο πρόβληµα ότι υπάρχει διαθέσιµο και

πέµπτο αεροπλάνο µε κόστος ανά πιλότο 2-1-2-8 αντίστοιχα . Το νέο

αεροπλάνο ϑα αντικαταστήσει ένα προηγούµενο αν αυτό δικαιολογείται

οικονοµικά. Βρείτε την οικονοµικότερη επιλογή.

3) ΄Ενας προπονητής µιας οµάδας baseball έχει 9 παίχτες να τοποθετήσει

σε 9 ϑέσεις. Κάθε παίχτης ϐαθµολογείται από 0 έως 25, ανάλογα µε την

επίδοσή του, για κάθε ϑέση. Τα αποτελέσµατα της ϐαθµολογίας δίνονται από

τον ακόλουθο πίνακα. Βρείτε την καλύτερη τοποθέτηση που µπορεί να γίνει.
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Θέσεις

A B Γ ∆ E Z H Θ I
1 20 15 10 10 17 23 25 5 15
2 10 10 12 15 9 7 8 7 8
3 12 9 9 10 10 5 7 13 9
4 13 14 10 15 15 5 8 20 10
5 12 13 10 15 14 5 9 20 10
6 15 14 15 16 15 5 10 20 10
7 7 9 12 12 7 6 7 15 12
8 5 6 8 8 5 4 5 10 7
9 5 6 8 8 5 4 5 10 7

4) ∆είξτε ότι µε τη µέθοδο της Ουγκαρίας ϐρίσκουµε την αποτελεσ-

µατικότερη ανάθεση µετά από πεπερασµένα ϐήµατα.

5) Μια αεροπορική εταιρεία προσφέρει πτήσεις µε επιστροφή µεταξύ δύο

πόλεων Α και Β. Τα πλήρωµα από την πόλη Α (Β) που πετά στην Β (Α) πρέπει

να επιστρέψει στην πόλη που ήρθε µε κάποια άλλη πτήση αργότερα είτε την

ίδια µέρα είτε την επόµενη. Το πλήρωµα της πόλης Α µπορεί να επιστρέψει

µόνο αν υπάρχει χρονικό περιθώριο τουλάχιστον 90 λεπτών µεταξύ της άφιξής

τους στην Β και της αναχώρησης της επόµενης πτήσης. Ο επόµενος πίνακας

δίνει τους χρόνους άφιξης και αναχώρησης. Σας ανατίθεται το πρόβληµα του

καθορισµού Ϲευγών πτήσεων από Α προς Β και ανάποδα ώστε να ελαχιστοποι-

ηθεί ο συνολικός χρόνος παραµονής των πληρωµάτων.

Από Προς Από Προς

Πτήση A B Πτήση B A
1 6 : 00 8 : 30 10 7 : 30 9 : 30
2 8 : 15 10 : 45 20 9 : 15 11 : 15
3 13 : 30 16 : 00 30 16 : 30 18 : 30
4 15 : 00 17 : 30 40 20 : 00 22 : 00

Λύστε το προηγούµενο πρόβληµα µε τη µέθοδο της ανάθεσης.

6) ΄Ενα καλιτεχνικό γραφείο έχει 4 ϱόλους, Α-Β-Γ-∆, και 5 ηθοποιούς,

1-2-3-4-5, οι οποίοι επιθυµούν να ϐρούν εργασία. Το γραφείο αριθµεί, σύµ-

ϕωνα µε τα προσόντα του κάθε ηθοποιού, τις πιθανές αναθέσεις µεταξύ 0

τη χειρότερη και 10 την καλύτερη. Η αρίθµηση δίνεται από τον ακόλουθο

πίνακα

1 2 3 4 5
A 4 4 7 0 10
B 5 9 10 8 7
Γ 3 5 6 2 9
∆ 6 0 0 4 9

Ποια είναι η προτασή σας για τις πιθανές αναθέσεις ϱόλων;



Κεφάλαιο 4

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ

ΓΡΑΦΩΝ

΄Εστω το επόµενο σχήµα το οποίο αποτελείται από πεπερασµένο αριθµό

σηµείων, τα οποία ϑα ονοµάζουµε κορυφές, και ευθυγράµµων τµηµάτων,

τα οποία ϑα ονοµάζουµε πλευρές.

5
� �

4 − 1
| � |
3 − 2

Ας αναρωτηθούµε τι πληροφορίες ϑα µπορούσε να περιέχει το προηγού-

µενο σχήµα. Θα µπορούσε να παριστά το οδικό δίκτυο σύνδεσης κάποιων

πόλεων. Επίσης, τις συνδέσεις µίας µικρής αεροπορικής εταιρείας. Το διά-

γραµµα ενός αλγορίθµου ή τα σύνορα των νοµών Ιωαννίνων, Αρτας, Πρέβεζας,

Θεσπρωτίας και Αλβανίας. Πολύ συχνά εκφράζει την ιεραρχία ή τις σχέσεις

µεταξύ µίας οµάδας ανθρώπων, κρατών, ή εταιρειών. Παρατηρούµε ότι ϑα

µπορούσε να περικλείει ποικιλία πληροφοριών.

Είναι γνωστό ότι το γράφηµα (graph) µίας συνάρτησης είναι η εικόνα της

αποτυπωµένη στο καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων όπου αυτή ορίζεται και

προφανώς παρέχει πληροφορίες για τη συνάρτηση. Με τη λέξη γράφο (graph)
περιγράφουµε ένα διαφορετικό είδος δοµής η οποία µπορεί να µεταφρασθεί

σε συλλογή πληροφοριών. Σαν σχήµα ο γράφος είναι απλός, αποτελείται από

κορυφές και πλευρές που τις συνδέουν. Το σηµαντικότερο µέρος του είναι οι

πληροφορίες που αναπαριστά.

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε στοιχεία από τη ϑεωρία γράφων καθώς

και εφαρµογές τους που σχετίζονται µε τη γραµµική άλγεβρα. Επίσης οι

γράφοι µας ϑα είναι κατευθυνόµενοι, δηλαδή τα ευθύγραµµα τµήµατα που

15
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υπεισέρχονται στο γράφο ϑα είναι εφοδιασµένα µε κατεύθυνση.

Ορισµός 10 ΄Ενας κατευθυνόµενος γράφος είναι ένα πεπερασµένο σύνολο

στοιχείων P1, ..., Pn που καλούνται κορυφές και µία συλλογή διατεταγµένων

Ϲευγών (Pi, Pj) που καλούνται πλευρές.

Συνήθως συµβολίζουµε Pi → Pj αντί (Pi, Pj). Επίσης αντί για Pi ←→ Pj

γράφουµε Pi − Pj .

Σηµείωση ΄Ενας γράφος µπορεί να έχει πολλές συνιστώσες, δηλαδή να

αποτελείται από µικρότερους γράφους ώστε να µην υπάρχουν τρόποι για

κάποιες κορυφές να ενωθούν µεταξύ τους. Γράφοι οι οποίοι αποτελούνται

από µια συνιστώσα καλούνται συνεκτικοί.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Μη συνεκτικός γράφος µε τρεις συνιστώσες.

2
↗ �

1 − 3 → 7

5 4 → 6

Εξετάζοντας δύο µεγάλους γράφους πιθανότατα ϑα αναρωτηθούµε αν εί-

ναι ισοδύναµοι. ∆ηλαδή αν εκφράζουν την ίδια πληροφορία. ∆υστυχώς δεν

είναι εύκολο να απαντηθεί αυτό το ερώτηµα. Προφανώς αν ο ένας έχει κάποια

ιδιότητα που δεν έχει ο άλλος, τότε δεν είναι ισοδύναµοι. Υπάρχουν αλγόρι-

ϑµοι οι οποίοι απαντούν σ΄ αυτό το ερώτηµα για ειδικές κατηγορίες γράφων

όπως τα δέντρα. ∆εν ϑα ασχοληθούµε µε αυτό το πρόβληµα διότι ξεφεύγει

από το αντικείµενό µας.

Εργαζόµενοι πάνω σε µεγάλους γράφους δεν είναι δυνατόν να τους

µελετήσουµε απλά κοιτάζοντας τους. Το κύριο εργαλείο µελέτης είναι ο ηλεκ-

τρονικός υπολογιστής. Θα πρέπει λοιπόν να µεταφράσουµε την πληροφορία

που απεικονίζει ο συγκεκριµένος γράφος σε µια γλώσσα η οποία να µπορεί

να µετατραπεί στην γλώσσα του υπολογιστή. Η πιο κοντινή γλώσσα του υπ-

ολογιστή είναι τα µαθηµατικά και αυτός είναι ο σκοπός αυτής της ενότητας.

΄Ενας αλγεβρικός τρόπος να περιγραφεί ένας γράφος είναι για κάθε Ϲεύγος

κορυφών του (i, j) να δίνουµε το νούµερο 1 αν υπάρχει πλευρά που να ενώνει

την i και j µε κατεύθυνση από την i στην j και 0 διαφορετικά. Σηµειώνουµε

ότι στο Ϲεύγος (i, i) ϑα δίνουµε το νούµερο 0 εκτός αν υπάρχει σύνδεση, ονο-

µαζόµενη ϑηλιά, από την i στον εαυτό της. Η προηγούµενη πληροφορία ϑα

περιέχεται στον πίνακα γειτνίασης

M = (aij).
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Εδώ aij = 0 ή 1 όπως ορίστηκε προηγουµένως. Αν αθροίσουµε τα σ-

τοιχεία της i γραµµής, ϑα πάρουµε το πλήθος των κατευθείαν συνδέσεων

από αυτήν την κορυφή ή διαφορετικά ϑα πάρουµε τον αριθµό των κορυφών

που µπορούµε απευθείας να ϕτάσουµε από την i. Στη γλώσσα πινάκων το

προηγούµενο γράφεται :

M1 = v

Εδώ το 1 περιγράφει τη στήλη µε µονάδες και η i συνιστώσα της στήλης

v είναι το προηγούµενο άθροισµα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Για τον πρώτο γράφο αυτής της ενότητας ο πίνακας γειτνί-

ασης δίνεται από τον επόµενο πίνακα:

M =


0 1 1 1 1
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 0


Αν ο προηγούµενος γράφος αναπαριστούσε τις συνδέσεις µίας τοπικής

αεροπορικής εταιρείας, επειδή δεν υπάρχει κατευθείαν σύνδεση µεταξύ 2 και

4, µπορούµε να αναζητήσουµε συνδέσεις µε έναν ενδιάµεσο σταθµό (2-1-4,

2-3-4) ή δύο (2-1-5-4, 2-1-3-4, 2-3-1-4) και λοιπά. Οι διάφορες συνδέσεις

ονοµάζονται δρόµοι.

Ορισµός 11 ΄Ενας δρόµος µεταξύ δύο κορυφών είναι µία ακολουθία κατευ-

ϑυνόµενων πλευρών µε την οποία µπορούµε να πάµε από την πρώτη κορυφή

στην δεύτερη µε ένα συνεχή τρόπο και η οποία έχει τουλάχιστον δύο όρους.

Ορισµός 12 Μήκος ενός δρόµου ορίζεται ο συνολικός αριθµός των κορυφών

(πιθανόν επαναλαµβανόµενων) που υπεισέρχεται στην ακολουθία µείον ένα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Μία οικογένεια - (εταιρεία - εκτελεστικό γραφείο) αποτελεί-

ται από πέντε µέλη: Μητέρα, Πατέρας, Κόρη, Μεγάλος Γιος, Γιος. Η επιρροή

- επιβολή- του ενός στον άλλο εκφράζεται ως εξής :

Μ→Κ, ΜΓ Π→Γ,ΜΓ Κ→Π ΜΓ→Γ Γ→Μ

Ο γράφος επιρροής και ο πίνακας γειτνίασης δίνονται ως ακολούθως:

M Π K MΓ Γ
M 0 0 1 1 0
Π 0 0 0 1 1
K 0 1 0 0 0

MΓ 0 0 0 0 1
Γ 1 0 0 0 0

M ←− Γ
↘

↓ MΓ ↑
↖

K − Π
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Ο Πατέρας δεν επηρεάζει τη Μητέρα κατευθείαν αλλά µπορεί να το κάνει

µέσο του Γ:

Π→ Γ→M

∆ηλαδή έχουµε µία σύνδεση δύο ϐηµάτων. Αντίστοιχα ορίζεται σύνδεση κ-

ϐηµάτων.

Θεώρηµα 13 ΄Εστω A ένας πίνακας γειτνίασης ενός κατευθυνόµενου γράφου.

Το i− j στοιχείο του An
δίνει το πλήθος των µήκους n δρόµων από την κορυφή

i στην j για n > 1.

Απόδειξη. Ο αριθµός aikakj εκφράζει τις δύο-δρόµους συνδέσεις από

την i στην j µέσο της k. ΄Αρα το άθροισµα
∑

k aikakj εκφράζει όλες τις δύο-

δρόµους συνδέσεις από την i στην j και αυτό είναι το i − j στοιχείο του A2
.

Αντίστοιχα, ο αριθµός aikaks...arj εκφράζει τις n-δρόµους συνδέσεις από την

i στην j µέσο των κορυφών k, s, ..., r. Το άθροισµα∑
k

∑
s

· · ·
∑

r

aikaks...arj

εκφράζει όλες τις n-δρόµων συνδέσεις από την i στην j και αυτό είναι το i− j
στοιχείο του An

.

Παρατηρούµε σαυτή την κατηγορία των πινάκων πόσο ϕυσιολογικά

συνδέεται ο τρόπος που ορίζεται το γινόµενο των πινάκων µε το αποτέλεσ-

µα του γινοµένου.

Συµβολισµός Το i− j στοιχείο του An
συµβολίζεται µε a

(n)
ij .

Η k συνιστώσα του διανύσµατος An1 δίνει το πλήθος όλων των n-δρόµων

της k κορυφής.

Υπάρχει άλλος ένας πίνακας που σχετίζεται µε τις κορυφές ενός γράφου.

Είναι ο πίνακας προσπελασιµότητας R (reachability). ΄Ενα στοιχείο του,

rij, είναι 1 αν υπάρχει τρόπος (όχι απαραίτητα κατευθείαν) που να συνδέει

την i µε την j κορυφή. Θα περίµενε κανείς ότι ο R ορίζεται όταν είναι γνωστές

όλες οι δυνάµεις του πίνακα M , το ακόλουθο ϑεώρηµα όµως εκφράζει ότι δεν

χρειάζονται όλες οι δυνάµεις.

Θεώρηµα 14 Εάν ο γράφος έχει n κορυφές και υπάρχει δρόµος από την i
κορυφή στην j τότε αυτός ο δρόµος ϑα δίνεται από µία σύνδεση µήκους το πολύ

n− 1.

΄Αρα ο R καθορίζεται από τις δυνάµεις M, M2, ...,Mn−1
.
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΄Εστω M ο πίνακας συνδέσεων µίας τοπικής αεροπορικής

εταιρείας µεταξύ τεσσάρων πόλεων:
0 1 1 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0


Ο προηγούµενος πίνακας δίνει τις κατευθείαν συνδέσεις της εταιρείας.

Ο M2
δίνει το πλήθος των συνδέσεων µε µια ενδιάµεση στάση και ο M3

µε

δυο ενδιάµεσους σταθµούς. Με αυτό τον τρόπο µπορούµε να ϐρίσκουµε αν

υπάρχουν συνδέσεις µεταξύ δυο πόλεων µεγάλων εταιρειών µεταφορών και

µε πόσους ενδιάµεσους σταθµούς.

4.1 Κλίκες

Η λέξη κλίκα η οποία στο καθηµερινό λεξιλόγιο αποφεύγεται λόγω του νοή-

µατος που της έχει αποδοθεί, στους γράφους εκφράζει µια ειδική κατηγορία

από αυτούς και έχει ιδιαίτερες εφαρµογές όπως ϑα δούµε.

Ορισµός 15 ΄Ενα υποσύνολο ενός κατευθυνόµενου γράφου καλείται κλίκα

αν ικανοποιεί τις επόµενες ιδιότητες :

1) περιέχει τουλάχιστον τρεις κορυφές,

2) για κάθε Ϲευγάρι κορυφών έχουµε και τις δυο συνδέσεις,

3) το υποσύνολο αυτό είναι το µεγαλύτερο δυνατόν (αν προσθέσουµε µία

κορυφή δεν ικανοποιείται η προηγούµενη ιδιότητα).

∆ηλαδή µία κλίκα είναι ένα υποσύνολο µε την καλύτερη δυνατή σύνδεση.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Στον επόµενο γράφο τα υποσύνολα {1,2,3,4} και {3,5,6}
αποτελούν κλίκες.

5
� �

3 − 6
�

| � 2
� | �

1 − 4 − 7

Εποµένως σ΄ έναν κατευθυνόµενο γράφο πιθανόν να υπάρχουν πολλές κ-

λίκες µε κοινές κορυφές. Κλίκες εύκολα αναγνωρίζονται σε µικρούς γράφους,
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αλλά δεν ισχύει το ίδιο για µεγάλους. Η επόµενη µέθοδος ϐρίσκει ποιες κο-

ϱυφές ανήκουν σε κλίκες.

΄Εστω S = (sij) ο πίνακας που ορίζεται ως εξής :

sij =

{
1 i↔ j, i 6= j
0 διαφoρετικα

Ο S µπορεί να ορισθεί και από τον M αρκεί να µηδενίσουµε τα mij για

τα οποία ισχύει ότι

mij 6= mji

Θεώρηµα 16 ΄Εστω s
(3)
ij το ij στοιχείο του πίνακα S3

. Τότε η κορυφή Pi ανήκει

σε κάποια κλίκα ανν το στοιχείο s
(3)
ii είναι µη-µηδενικό.

Απόδειξη. Αν το στοιχείο s
(3)
ii είναι µη-µηδενικό, τότε υπάρχει τουλάχισ-

τον µία σύνδεση 3-ϐηµάτων από την i στον εαυτό της. ∆ηλαδή s
(2)
ik > 0 και

ski = 1. Απο s
(2)
ik > 0 έχουµε ότι sij = 1 = sjk, για κάποιο j. ΄Εστω ότι αυτή

είναι η

i→ j → k → i

Επειδή ο πίνακας S είναι συµµετρικός ϑα έχουµε επίσης i− j− k− i. Το

τελευταίο δηλώνει ότι το υποσύνολο {i, j, k} είναι υποσύνολο κάποιας κλίκας.

Το αντίστροφο είναι ακριβώς το ίδιο.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΄Εστω ο επόµενος πίνακας γειτνίασης·

M =


0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 0 1 0
1 1 0 0 0
1 0 0 1 0

 , S =


0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 0



S2 =


3 1 0 1 0
1 2 0 1 1
0 0 0 0 0
1 1 0 2 1
0 1 0 1 1

 , S3 =


2 4 0 4 3
4 2 0 3 1
0 0 0 0 0
4 3 0 2 1
3 1 0 1 0


Κατευθείαν ϐλέπουµε ότι οι κορυφές 1, 2 και 4 ανήκουν σε κλίκα και άρα

από µόνες τους αποτελούν κλίκα.
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4.2 Κατευθυνόµενοι γράφοι κυριαρχίας

Οι κορυφές µιας κλίκας έχουν όλες τις ίδιες ιδιότητες. ∆ηλαδή δεν υπάρχει

κορυφή µε κάποιο προνόµιο. Αυτό δεν ισχύει πάντα όπως ϐλέπουµε στο

επόµενο παράδειγµα: Ας ϑεωρήσουµε τις οµάδες κάποιου κυπέλλου σαν

κορυφές και τα αποτελέσµατα των αγώνων να περιγράφονται από την κατεύ-

ϑυνση i → j (η i νίκησε την j), τότε µιλάµε για κατευθυνόµενους γράφους

κυριαρχίας. Εδώ κάποια κορυφή έχει προνοµιακές ιδιότητες εν σχέση µε τις

άλλες.

Ορισµός 17 ΄Ενας κατευθυνόµενος γράφος κυριαρχίας είναι αυτός ο οποίος

έχει την εξής ιδιότητα : για κάθε Ϲεύγος (i, j) ισχύει αποκλειστικά i→ j ή j → i
(όχι και τα δυο).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

2
↗ ↘
1 → 3

3
↗ ↘

1 ← ↓ − 4
↖ ↗

2

2
↗ ↖

1 ↙ −→ ↘ 3
↖ ↘ ↙ ↙

5 −→ 4
Οι γραµµοσκιασµένες κορυφές και στα τρία παραδείγµατα έχουν την

ιδιότητα ότι µε ένα ή δυο ϐήµατα σύνδεση µπορούµε να πάµε σε οποιαδή-

ποτε κορυφή ϑέλουµε. Αυτό δεν είναι τυχαίο σ΄ αυτούς τους γράφους και οι

κορυφές µε αυτήν την ιδιότητα λέµε ότι ϐρίσκονται σε πλεονεκτική ϑέση.

Θεώρηµα 18 Σε κάθε κατευθυνόµενο γράφο κυριαρχίας υπάρχει τουλάχισ-

τον µια κορυφή σε πλεονεκτική ϑέση.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο γράφος έχει n κορυφές και M = (mij) είναι ο

πίνακάς του. ΄Εστω ai =
n∑

j=1

mij +
n∑

j=1

m
(2)
ij

∆ηλαδή το ai δίνει όλες τις κατευθείαν και 2-ϐήµατα συνδέσεις της κο-

ϱυφής i. Επιλέγουµε την κορυφή µε το µεγαλύτερο ai. ΄Εστω ότι αυτή είναι

η 1. Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει κατευθείαν ή 2-δρόµων σύνδεση από την 1

στην t. ΄Αρα ϑα υπάρχει t → 1. ΄Εστω τώρα κορυφή k ώστε 1 → k. Επειδή

δεν µπορούµε να έχουµε k → t ϑα έχουµε t→ k. ∆ηλαδή για κάθε κορυφή

k που συνδέεται η 1 κατευθείαν µε την k, ϑα υπάρχει κατευθείαν σύνδεση

µεταξύ t και k. Επίσης η t ϑα έχει 2-δρόµων σύνδεση µε κάθε κορυφή µε την

οποία υπάρχει 2-δρόµων σύνδεση από την 1. ΄Αρα η t έχει at > a1, άτοπο.

1 → k ←− t
↓
j



22 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΓΡΑΦΩΝ

Σχόλιο Το προηγούµενο ϑεώρηµα µας παρέχει και έναν τρόπο να ϐρίσκουµε

τέτοιες κορυφές συγκρίνοντας τα αντίστοιχα ai.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Τα αποτελέσµατα ενός κυπέλλου µπάσκετ µεταξύ 5 οµάδων

δίνονται από τον ακόλουθο πίνακα.

M =


0 0 1 1 0
1 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 1 1 0

 , M2 =


0 0 0 1 1
0 1 2 3 0
0 0 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 1 1 2


Θα κατατάξουµε τις οµάδες ανάλογα µε τις επιδόσεις τους. Μελετάµε το

διάνυσµα M1 = (2, 3, 1, 1, 3)t
. Επειδή έχουµε ισοβαθµία µεταξύ της δεύτερης

και πέµπτης, µελετάµε το διάνυσµα (M + M2)1 = (4, 9, 2, 4, 7)t
. ΄Αρα η

δεύτερη οµάδα έχει την καλύτερη επίδοση.

4.3 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) ∆είξτε ότι αν υπάρχει δρόµος µεταξύ δύο κορυφών ενός γράφου µε n
κορυφές τότε αυτός ϑα έχει µήκος το πολύ n − 1 αν δεν επαναλαµβάνεται

καµιά κορυφή.

2) ΄Εστω Μ ο πίνακας µετάβασης ενός γράφου µε ν κορυφές . ∆είξτε ότι ο

γράφος είναι συνεκτικός, αν κάθε στοιχείο του πίνακα M + M2 + · · ·+ Mn−1

είναι µη-µηδενικό. Αν M = M t
, τότε ισχύει και το ανάποδο.

3) Βρείτε όλες τις κλίκες στον επόµενο γράφο και πίνακα γειτνίασης :

1 −→ 2 ←− 3
| � � |
8 4
| � � |
7 −→ 6 − 5


0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0


4) Τα αποτελέσµατα 5 οµάδων δίνονται ως ακολούθως:

η 1 νίκησε τις 2, 3, 4

η 2 νίκησε τις 3, 5

η 3 νίκησε τις 4, 5

η 4 νίκησε την 2

η 5 νίκησε τις 1, 4

Βρείτε την κατάταξη των οµάδων µε τη µέθοδο των γράφων.

5) ΄Εστω ένας επίπεδος συνεκτικός γράφος. Θα καλείται έδρα του κάθε

υποσύνολο του επιπέδου το οποίο έχει την ακόλουθη ιδιότητα : δυο τυχαία

σηµεία αυτού του υποσυνόλου µπορούν να ενωθούν µε µια συνεχή καµπύλη
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η οποία δεν τέµνει ούτε πλευρά ούτε κορυφή του γράφου. Το υποσύνολο που

περιέχει όλα τα σηµεία ’εκτός’ του γράφου καλείται άπειρη έδρα.

∆ώστε παράδειγµα γράφου µε µία έδρα. ΄Εστω Π ο αριθµός των πλευρών,

Κ ο αριθµός των κορυφών, και Ε ο αριθµός των εδρών. ∆είξτε τον επόµενο

τύπο του Euler:

K − Π + E = 2

Υπόδειξη : επαγωγή στο Π. Σηµειώστε ότι ο τύπος του Euler είναι ιδιαίτερα

χρήσιµος στα Μαθηµατικά και η γενίκευσή του υπεισέρχεται σε προχωρηµέ-

νους κλάδους των Μαθηµατικών.

6) Κάποια εταιρεία αποτελείται από n διευθυντικά στελέχη {1, 2, ..., n}.
Η επιρροή - επιβολή- του ενός στον άλλο εκφράζεται ως εξής : Ο i είναι

ανώτερος του j, αν n − 1 ≥ i > j, και ο i < n είναι ανώτερος του n. ∆είξτε

ότι υπάρχει στέλεχος το οποίο είναι ανώτερο όλων. Αν M = (mi,j) είναι ο

πίνακας ιεραρχίας όπως ορίστηκε προηγουµένως και Mk = (m
(k)
i,j ), δείξτε ότι

m
(k)
i+1,i = 0 για k > 1 και m

(k)
i+2,i = 0 για k > 2. Κάντε µια πρόγνωση για το

m
(k)
i+t,i = 0 για k > t.
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Κεφάλαιο 5

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ

΄Εστω ότι έχουµε να λύσουµε ένα nxn γραµµικό σύστηµα για µεγάλο n. Θεω-

ϱητικά το σύστηµα λύνεται µε κάποια από τις γνωστές µεθόδους. Στην πράξη

όµως η λύση του µπορεί να είναι χρονοβόρα λόγω του µεγάλου πλήθους των

πράξεων και το τελικό αποτέλεσµα να µην ανταποκρίνεται στην πραγµατική

λύση λόγω του µεγάλου πλήθους των στρογκυλοποιήσεων που υποχρεωτικά

πρέπει να γίνουν. Αυτό σηµαίνει ότι απαιτούνται πολλές πράξεις για τον υπ-

ολογισµό του αντιστρόφου πίνακα του οποίου η εύρεση πολλές ϕορές είναι

ιδιαίτερα δύσκολη. Για αυτόν τον λόγο, υπάρχουν διάφορες υπολογιστικές

µέθοδοι οι οποίες δίνουν µία καλή προσέγγιση της λύσης. ∆ηλαδή η λύση

δίνεται σαν το όριο κάποιας ακολουθίας, οπότε η προσέγγιση εξαρτάται από

τον όρο της ακολουθίας. Θα περιγράψουµε δύο από αυτές τις µεθόδους, του

Jacobi και των Gauss-Seidel. Η δεύτερη είναι παραλλαγή της πρώτης.

΄Εστω ότι ο πίνακας των συντελεστών είναι ο A και το σύστηµα δίνεται από

Au = b. Εάν A = B − C ώστε να µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε τον

B−1
, τότε Bu = Cu + b και

u = B−1Cu + B−1b

Αντικαθιστούµε στο δεξιό µέλος το u οπότε έχουµε

u = B−1C
(
B−1Cu + B−1b

)
+ B−1b

Μετά από k -ϐήµατα

u =
(
B−1C

)k
u +

(
B−1C

)k−1
B−1b + ... +

(
B−1C

)
B−1b + B−1b

Αν ο (B−1C)
k

είναι περίπου ο µηδενικός πίνακας (δηλαδή συγκλίνει στον

µηδενικό πίνακα), τότε

u ≈
(
B−1C

)k−1
B−1b + ... +

(
B−1C

)
B−1b + B−1b

25
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Παρατηρούµε ότι το δεξιό µέλος δεν εξαρτάται από µεταβλητή εκτός από το

k. ∆ηλαδή ϐρήκαµε ένα τρόπο να προσεγγίσουµε τη λύση µας όσο κοντά

ϑέλουµε. Ουσιαστικά έχουµε αποδείξει το επόµενο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 19 ΄Εστω το γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους Ax =
b. ΄Εστω A = B − C ώστε ο πίνακας B να έχει αντίστροφο. Αν ο πίνακας

(B−1C)
k

συγκλίνει στον µηδενικό τότε ο επόµενος πίνακας συγκλίνει στη λύση

του συστήµατος (
B−1C

)k−1
B−1b + ... +

(
B−1C

)
B−1b + B−1b

Επειδή δεν είναι εύκολη υπόθεση να δείξουµε ότι ο (B−1C)
k

συγκλίνει

στον µηδενικό πίνακα, ϑεωρούµε το επαναληπτικό ϐήµα

Buk+1 = Cuk + b

Αν οι πίνακες B και C είναι απλοί (εύκολοι στις πράξεις), τότε και το

uk+1 υπολογίζεται εύκολα. Θέλουµε τώρα η ακολουθία uk να συγκλίνει στο

διάνυσµα u. Αυτό σηµαίνει ότι η διαφορά

Bu−Buk+1 = Cu− Cuk =⇒ (u− uk+1) = B−1C(u− uk)

συγκλίνει στο 0. Οι διαφορές αυτές ορίζουν µία ακολουθία : dk = u − uk η

οποία δίνεται από

dk = (B−1C)kd0

Αν ο B−1C διαγωνοποιείται, δηλαδή B−1C = PDP−1
µε D διαγώνιο

πίνακα, τότε

(B−1C)k = PDkP−1

Οπότε ο τελευταίος πίνακας ϑα συγκλίνει ανν τα στοιχεία του D έχουν από-

λυτο τιµή µικρότερη από 1.

Θεώρηµα 20 Η επαναληπτική µέθοδος που περιγράφεται πιο πάνω συγκλίνει

ανν οι ιδιοτιµές του (B−1C) έχουν απόλυτο τιµή µικρότερη από τη µονάδα.

Αν το B είναι το διαγώνιο µέρος του A, τότε η µέθοδος είναι του Jacobi.
Αν το B είναι το κάτω τριγωνικό µέρος του A, τότε η µέθοδος είναι των

Gauss-Seidel.
Τα διαγώνια στοιχεία του A πρέπει να είναι µη-µηδενικά.
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5.1 Μέθοδος Jacobi

Λύνουµε κάθε µία από τις εξισώσεις ως προς διαφορετικό άγνωστο. Ξεκ-

ινώντας από κάποιο διάνυσµα u0 το οποίο ϑεωρούµε ότι ϐρίσκεται κοντά στη

λύση το αντικαθιστούµε στις προηγούµενες εξισώσεις και παίρνουµε ένα νέο

διάνυσµα u1. Αυτό το αντικαθιστούµε πάλι στις εξισώσεις και ορίζουµε τον

δεύτερο όρο u2 της ακολουθίας. Μετά από αρκετές επαναλήψεις έχουµε µία

καλή προσέγγιση της λύσης όπως εκφράζει το επόµενο ϑεώρηµα.

Ας δούµε πρώτα ένα παράδειγµα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

6x + 2y − z = 4 x =4−2y+z
6

u0= (1, 1, 1) u3= (1.975,−1.01, 6.125)
x + 5y + z = 3 y =3−x−z

5
u1= (1/2, 1/5, 6) u4= (2.02416,−1.02, 6.015)

2x + y + 4z = 27 z =27−2x−y
4

u2= (1.6,−0.7, 6.45) u5= (2.009,−1.008, 6.07)

Μετά από έξι επαναλήψεις ϐλέπουµε ότι η λύση προσεγγίζει την (2, -1,

6).

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι αντικείµενο της αριθµητικής γραµµικής άλγε-

ϐρας και το αναφέρουµε χωρίς απόδειξη.

Θεώρηµα 21 ΄Εστω γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους. Εάν

για κάθε γραµµή του πίνακα των συντελεστών η απόλυτη τιµή του διαγώνιου

στοιχείου είναι µεγαλύτερη του αθροίσµατος των απολύτων τιµών των άλλων

στοιχείων της ίδιας γραµµής, τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση. Η επαναλη-

πτική µέθοδος του Jacobi συγκλίνει σ΄ αυτή τη λύση, για οποιαδήποτε αρχική

τιµή.

Σχόλια : 1) Για κάποια συστήµατα µπορεί να είναι απαραίτητο να ανα-

διατάξουµε τις εξισώσεις ώστε η προηγούµενη συνθήκη να µπορεί να εφαρ-

µοσθεί.

2) ΄Οσο πιο ακριβής είναι η αρχική τιµή, τόσο πιο γρήγορα συγκλίνει η

µέθοδος.

5.2 Μέθοδος Gauss-Seidel

Είναι όπως η προηγούµενη µόνο που η τελευταία τιµή κάθε µεταβλητής αν-

τικαθίσταται αµέσως. Αυτό γίνεται για εξοικονόµηση µνήµης στον υπολο-

γιστή, αφού κάθε παλαιά συνιστώσα αντικαθίσταται από τη νέα.

Στο προηγούµενο παράδειγµα έχουµε:

B =

 6 0 0
1 5 0
2 1 4

 , C =

 0 −2 1
0 0 −1
0 0 0

 , b =

 4
3
27


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yk+1

zk+1

 = B−1

C

 xk

yk

zk

 + b

 =

 1
6

0 0
− 1

30
1
5

0
− 3

40
− 1

20
1
4

  0 −2 1
0 0 −1
0 0 0

  x
y
z

 +

 4
3
27

 =

 −1
3
y + 1

6
z + 2

3
1
15

y − 7
30

z + 7
15

3
20

y − 1
40

z + 63
10


x0 = y0 = z0 = 1, x1 = 0.5, y1 = 0.3, z1 = 6.4250 και x2 = 1.6375, y2 =
−1.0125, z2 = 6.1844.

Στο παράδειγµά µας, αυτή η µέθοδος δίνει πιο γρήγορα σύγκλιση. Οι

επόµενοι πίνακες δείχνουν τη διαφορά των δυο µεθόδων.

Jacobi Method
Επανάληψη x y z

0 1 1 1
1 .5 .2 6
2 1.6 −0.7 6.45
3 1.975 −1.01 6.125
4 2.024167 −1.02 6.015
5 2.009167 −1.007833 5.992917
6 2.001431 −1.000417 5.997375

Gauss-Seidel Method
Επανάληψη x y z

0 1 1 1
1 .5 .3 6.425
2 1.6375 −1.0125 6.184375
3 2.034896 −1.043854 5.993516
4 2.013537 −1.001411 5.993584
5 1.999401 −0.998597 5.999949
6 1.999524 −0.9998945 6.000212

Σηµείωση Η λύση µε απαλοιφή (Gauss) χρειάζεται (4n3 + 9n2 − 7n)/6
πράξεις και η προηγούµενη 2n2−n για κάθε επανάληψη. Για n = 300 µε τη

µέθοδο Gauss ϑέλουµε 18.000.000 ενώ µε Gauss-Seidel 180.000 .

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο Gauss-Seidel στο επόµενο

παράδειγµα.

10x1 + x2 − x3 = 18

x1 + 15x2 + x3 = −12

−x1 + x2 + 20x3 = 17
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B =

 10 0 0
1 15 0
−1 1 20

 , C =

 0 −1 1
0 0 −1
0 0 0


΄Εχουµε λοιπόν Buk+1 = Cuk + b. ∆ηλαδή

10y1 = −x2 + x3 + 18

y1 + 15y2 = −x3 − 12

−y1 + y2 + 20y3 = 17

Ξεκινώντας µε (0, 0, 0) έχουµε 0
0
0

→
 1.8
−0.92
0.986

→
 1.9906
−0.9984
0.9995

→
 1.9998
−0.9999

1

→
 2
−1
1


Το επόµενο ϑεώρηµα ϑα εφαρµοσθεί πιο κάτω στα δίκτυα και είναι και

αυτό αντικείµενο της αριθµητικής γραµµικής άλγεβρας.

Θεώρηµα 22 ΄Εστω Α πραγµατικός συµµετρικός πίνακας. Αν τα διαγώνια

στοιχεία του Α είναι ϑετικά, η µέθοδος Gauss-Seidel συγκλίνει ανν ο Α έχει

ϑετικές ιδιοτιµές.

5.3 ∆ιαγωνοποίηση Συµµετρικών Πινάκων

Σαυτήν την ενότητα ϑα µελετήσουµε συµµετρικούς πίνακες και ϑα υπεν-

ϑυµίσουµε γνωστές έννοιες απο τη γραµµική άλγεβρα. Με M(nxn,R) ϑα

συµβολίζουµε το διανυσµατικό χώρο των nxn πινάκων µε στοιχεία από τους

πραγµατικούς. ΄Εστω το σύνολο
∑

(n,R) = {A | A ∈ M(nxn,R)και ο A
είναι συµµετρικός}. Το σύνολο

∑
(n,R) είναι υπόχωρος του M(nxn,R).

Ορισµός 23 ΄Εστω A, B ∈
∑

(n,R) . Θα λέµε ότι A και B είναι ορθογώνια

όµοιοι, αν υπάρχει ορθογώνιος P ώστε B = P tAP .

Υπενθύµιση A ορθογώνιος ανν AAt = AtA = I ⇐⇒ A−1 = At ⇒ |A| =
± 1.

Λήµµα 24 Οι ιδιοτιµές ενός πραγµατικού συµµετρικού πίνακα είναι όλες πραγ-

µατικές .

Απόδειξη. ΄Εστω Ae = λe ⇒ (Ae)t = λet ⇒ etA = λet ⇒
(
ētĀ

)
=

λ̄ēt ⇒ (ētA) = λ̄ēt ⇒ ētAe = λ̄ēte. Επίσης, Ae = λe ⇒ ētAe = λēte. ΄Αρα,

(λ − λ̄)ēte = 0. Επειδή η παράσταση ēte είναι το τετράγωνο της νόρµας του

διανύσµατος και είναι ϑετικός αριθµός, έχουµε ότι (λ− λ̄) = 0⇒ λ = λ̄



30 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ

Λήµµα 25 Σε διαφορετικές ιδιοτιµές ενός πραγµατικού συµµετρικού πίνακα

αντιστοιχούν κάθετοι ιδιόχωροι.

Απόδειξη. ΄Εστω λ1,...,λn οι ιδιοτιµές και u1, ..., un τα ιδιοδιανύσµατα.

Πρέπει ut
iuj = 0. Auj = λjuj ⇒ ut

jA = λju
t
j ⇒ ut

jAui = λju
t
jui ⇒ λiu

t
jui =

λju
t
jui. ∆ηλαδή (λi − λj)u

t
jui = 0⇒ ut

jui = 0.

Πόρισµα 26 Αν οι ιδιοτιµές ενός πραγµατικού συµµετρικού πίνακα είναι όλες

διάφορες µεταξύ τους τότε τα ιδιοδιανύσµατα τους είναι ορθογώνια.

Θεώρηµα 27 Αν A είναι πραγµατικός συµµετρικός πίνακας µε διακεκριµένες

ιδιοτιµές, τότε ο A είναι ορθογώνια όµοιος µε διαγώνιο πίνακα.

Απόδειξη. Αφού ο A είναι διαγωνοποιήσιµος, τότε αν P ο πίνακας µε

στήλες τα ιδιοδιανύσµατα ο P ϑα είναι ορθογώνιος.

Θεώρηµα 28 Αν A πραγµατικός συµµετρικός πίνακας. Τότε υπάρχει ορ-

ϑογώνιος πίνακας P ώστε PAP t =

 λ1 0
. . .

0 λn

, όπου λ1,...,λn είναι

οι ιδιοτιµές του A (όχι αναγκαστικά διακεκριµένες).

Φασµατικό Θεώρηµα για συµµετρικούς πίνακες

Θεώρηµα 29 ΄Εστω A ένας nxn πραγµατικός συµµετρικός πίνακας, τότε ο A
έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

α) ο A έχει n πραγµατικές ιδιοτιµές (µετρώντας την πολλαπλότητα της κάθε

µιας χωριστά),

ϐ) η διάσταση του ιδιοχώρου κάθε πολλαπλότητας ισούται µε την πολλαπλότη-

τα της αντίστοιχης ιδιοτιµής στο χαρακτηριστικό πολυώνυµο,

γ) οι ιδιόχωροι είναι κάθετοι µεταξύ τους,

δ) ο A είναι ορθογώνια διαγωνοποιήσιµος.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε το ϐ). ΄Εστω ότι η ιδιοτιµή λ1 έχει

πολλαπλότητα k και u1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµάτης µε µήκος 1. Βρίσκουµε

µια ορθοκανονική ϐάση του Rn
έστω την {u1, v1, ..., vn−1}. Ας υποθέσουµε ότι

τα προηγούµενα διανύσµατα είναι γραµµένα σαν στήλες και ας ονοµάσουµε

P τον πίνακα µε στήλες αυτά τα στοιχεία.

P = (u1, v1, ..., vn−1)
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Ο πίνακας P είναι ορθογώνιος, P t = P−1
. Τότε P t = (u1, v1, ..., vn−1)

t =
ut

1

vt
1
.
.
.

vt
n−1

. Επίσης ut
1Avi = (Au1)

tvi = λ1u
t
1vi = 0. ΄Αρα

A1 = P tAP = P t (Au1, Av1, ..., Avn−1) =


ut

1

vt
1
.
.
.

vt
n−1

 (Au1, Av1, ..., Avn−1) =


ut

1Au1 ut
1Av1 ... ut

1Avn−1

vt
1Au1 vt

1Av1 ... vt
1Avn−1

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

vt
n−1Au1 vt

n−1Av1 ... vt
n−1Avn−1

 =

(
λ1 0
0 B1

)

Εδώ B1 είναι ένας (n − 1)x(n − 1) συµµετρικός πίνακας του οποίου το ij
στοιχείο είναι το vt

iAvj. Ο πίνακας A1 και ο A είναι ορθογώνια όµοιοι και

κατα συνέπεια έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές. ΄Αρα:

|A1 − λIn| = (λ1 − λ)|B1 − λIn−1|

Αν η ιδιοτιµή λ1 έχει πολλαπλότητα k ≥ 2, τότε |B1 − λ1In−1| = 0 και

η πολλαπλότητα της λ1 στο χαρακτηριστικό πολυώνυµο |B1 − λIn−1| είναι

k− 1. Ο πίνακας B1− λ1In−1 λοιπόν έχει ϐαθµίδα το πολύ n− 2. Το ίδιο ϑα

ισχύει και για τον A1 − λ1In =

(
0 0
0 B1 − λ1In−1

)
. Τελικά και ο A− λ1In

ϑα έχει την ίδια ιδιότητα γιατί είναι ορθογώνια όµοιος µε τον προηγούµενο.

Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να ϐρούµε ένα άλλο ιδιοδιάνυσµα u2 της λ1 το

οποίο να είναι ορθογώνια όµοιο µε το u1.

Αν το k = 2 σταµατάµε, αν όχι συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο. ∆ηλαδή,

ϐρίσκουµε µια ορθοκανονική ϐάση του Rn
έστω την {u1, u2, v

′
1, ..., v

′
n−2} και

ας ονοµάσουµε Q τον πίνακα µε στήλες αυτά τα στοιχεία.

Q =
(
u1, u2, v

′
1, ..., v

′
n−2

)
Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία για τον πίνακα A2 = QtAQ µέχρι να

ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση διάστασης k για την λ1.

5.4 Υπολογισµός ιδιοτιµών µε επανάληψη

Μια ιδιοτιµή λ ενός πίνακα A ϑα λέµε ότι κυριαρχεί πάνω στις άλλες, αν έχει

τη µεγαλύτερη απόλυτη τιµή. ΄Οπως ϑα δούµε πιο κάτω στις περισσότερες
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εφαρµογές αυτή η ιδιοτιµή είναι η πιο ενδιαφέρουσα.

Π.χ. α) ΄Εστω ότι ο A έχει ιδιοτιµές τις -5, -2, 1, 3, τότε η -5 είναι η

κυριαρχούσα.

ϐ) ΄Εστω ότι ο A έχει ιδιοτιµές -4, -2, 1, 4 , τότε καµία δεν κυριαρχεί.

Θεώρηµα 30 ΄Εστω A ένας nxn πίνακας µε n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδι-

ανύσµατα και µια ιδιοτιµή λ1 να κυριαρχεί. ΄Εστω x0 ένα τυχαίο διάνυσµα

ώστε να έχει µια συντεταγµένη µε κατεύθυνση το ιδιοδιάνυσµα της λ1 και να

υπάρχει το Ax0 . Τότε η ακολουθία xk = Akx0 συγκλίνει στο ιδιοδιάνυσµα της

λ1.

Απόδειξη. ΄Εστω οι ιδιοτιµές λ1,...,λn και τα ιδιοδιανύσµατα u1, ..., un.

΄Εστω x0 = a1u1 + ... + anun µε a1 6= 0.

xk = Ak(a1u1 + ...+anun) = a1A
ku1 + ...+anA

kun = a1λ
k
1u1 + ...+anλ

k
nun =

= λk
1(a1u1 + a2u2

(
λk

2/λ
k
1

)
... + an(λk

n/λ
k
1)un).

Επειδή |λi/λ1| < 1 =⇒ (λk
i /λ

k
1) → 0, το xk συγκλίνει στην κατεύθυνση του

u1.

Σχόλιο Επειδή τα xk αυξάνουν ώστε λόγω στρογγυλοποίησης το λάθος να

µεγαλώνει, διαιρούµε το xk µε την µεγαλύτερη απόλυτη τιµή των συντεταγ-

µένων του. Το νέο διάνυσµα χρησιµοποιείται για την επόµενη επανάληψη.

Μια προσέγγιση της κυριαρχούσας ιδιοτιµής δίνεται από το πηλίκο του

Rayleigh : (x · (Ax)t)/(x · xt)

Αν το u είναι ιδιοδιάνυσµα τότε (u · (Au)t)/(u · ut) = (u · λut)/(u · ut) =λ . Το

πηλίκο (xi · (Axi)
t)/(xi · xt

i) συγκλίνει στην ιδιοτιµή.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΄Εστω ο πίνακας A =

 5 4 2
4 5 2
2 2 2

. ∆ίνεται ότι η κυριαρ-

χούσα ιδιοτιµή υπάρχει και είναι 10. Επίσης δίνεται το ιδιοδιάνυσµα της ίσο

µε

 2
2
1

. Θα εφαρµόσουµε την προηγούµενη µέθοδο και ϑα συγκρίνουµε

τα αποτελέσµατα.
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΄Εστω x0 =

 −4
2
6

 µια τυχαία επιλογή.

Επανάληψη Ax x x·Ax
x·x

1 Ax0 =

 0
6
8

 x1 =

 0
0.75
1

 = Ax0/8 5

2 Ax1 =

 5
5.75
3.5

 x2 =

 0.869565
1
0.068696

 = Ax1/5.75 9.88889

3 Ax2 =

 9.56522
9.69565
4.95652

 x3 =

 0.986547
1
0.511211

 9.99888

4 Ax3 =

 9.95516
9.96861
4.99552

 x4 =

 0.998651
1
0.501125

 9.99999

Βλέπουµε ότι µετά από 4 επαναλήψεις, η µέθοδος δίνει µια καλή προσέγ-

γιση της ιδιοτιµής.

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι µια εφαρµογή της προηγούµενης µεθόδου και

η απόδειξή του αφήνετε σαν άσκηση:

Θεώρηµα 31 ΄Εστω A πραγµατικός συµµετρικός πίνακας µε ιδιοτιµές λ1,...,λn

ώστε | λi |>| λi+1 | . ΄Εστω u1 ένα µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα της λ1. Τότε

1) Ο πίνακας B = A− λ1u1u
t
1 έχει ιδιοτιµές τα 0, λ2,.. , λn. Ο πίνακας B

είναι συµµετρικός.

2) Αν u είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του B που αντιστοιχεί σε κάποια ιδιοτιµή λ2,

..., λn τότε είναι επίσης ιδιοδιάνυσµα και του A για την ίδια ιδιοτιµή.

Εδώ το u1 είναι διάνυσµα στήλη.

Με αυτόν τον τρόπο ϐρίσκουµε όλες τις ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα του

A.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΄Εστω A =

(
3 1
2 2

)
και x(0) = (1, 7) αρχικό διάνυσµα.

Σύµφωνα µε τη µέθοδο έχουµε x(k) = Akx(0)
. Το χαρακτηριστικό πολυώνυ-

µο του A δίνεται από την ορίζουσα

∣∣∣∣ λ− 3 −1
−2 λ− 2

∣∣∣∣ = 0. ΄Αρα λ1 = 4 και

u1 = (1, 1), λ2 = 1 και u2 = (1,−2). Τώρα ϑα εξετάσουµε το ϱόλο της

κυριαρχούσας ιδιοτιµής µετά από επαναλήψεις. Εκφράζουµε το x(0)
σαν

γραµµικό συνδυασµό των ιδιοτιµών: x(0) = 3u1− 2u2. Μετά 20 επαναλήψεις

έχουµε A20x(0) = A20(3u1 − 2u2) = 3(420u1)− 2(120u2) ≈ 3(420u1).
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Θα ϐρούµε επίσης την κυριαρχούσα ιδιοτιµή µε επανάληψη:

x(0) = (1, 7), x(1) = (10, 16), x(2) = (46, 52), x(3) = (190, 196), x(4) =
(766, 772), x(5) = (3070, 3076)

(x(1) · x(0)/x(0) · x(0)) = 3.25, (x(2) · x(1)/x(1) · x(1)) = 3.77, (x(3) · x(2)/x(2) ·
x(0)) = 3.94, (x(4) · x(3)/x(3) · x(3)) = 3.98, (x(5) · x(4)/x(4) · x(4)) = 3.996.

5.5 ΝΟΡΜΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να υπενθυµίσει κάποια στοιχειώδη

αποτελέσµατα από τη συναρτησιακή ανάλυση τα οποία είναι απαραίτητα γι-

α τη µελέτη των πινάκων. Αναφέρουµε περισσότερες προτάσεις από όσες

χρειαζόµαστε άµεσα για να τονίσουµε τη σχέση της γραµµικής άλγεβρας µε

τη συναρτησιακή ανάλυση.

Η νόρµα του πίνακα αποτελεί κύριο εργαλείο για την µελέτη του και ου-

σιαστικά καθορίζει ανοικτές περιοχές όπου ϐρίσκονται οι ιδιοτιµές του. Είναι

η ίδια έννοια που χρησιµοποιούµε στη συναρτησιακή ανάλυση για τη µελέτη

των γραµµικών τελεστών, αφού ως γνωστόν κάθε πίνακας ορίζει έναν ενδοµορ-

ϕισµό και αυτός είναι συµπαγής στον γραµµικό χώρο Cn
ή Rn

εφωδιασµένο

µε οποιαδήποτε νόρµα.

Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε πίνακα πάνω από τους µιγαδικούς υπάρχουν

όλες οι ιδιοτιµές του. Οπότε η µελέτη των πινάκων πάνω από τους µιγαδικούς

έχει περισσότερα πλεονεκτήµατα.

∆ύο πρωταρχικά ερωτήµατα στη ϑεωρία πινάκων είναι τα ακόλουθα:

α) Πότε το γινόµενο ενός τετραγωνικού πίνακα A µε ένα διάνυσµα x δίνεται

σαν σηµειακό γινόµενο · Ax = cx. (Σύγκρινε µε τις ιδιοτιµές.)

Αν ο A ήταν πολλαπλάσιο του ταυτοτικού, προφανώς ϑα ίσχυε και οι πράξεις

σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα ήταν απλές.

ϐ) Τι επίδραση έχει ο πίνακας A στο ’µέγεθος’, ||x||, του x : ||Ax||;
΄Εστω το σώµα K = R,C. Ως γνωστόν όταν ορίζεται ένα µήκος σε έναν

πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικό χώρο Kn
αυτός αποκτά τοπολογικές

ιδιότητες και γίνεται πλήρης µετρικός χώρος.

Για x ∈ Kn
το µέγεθος του x είναι ως επι το πλείστον η Ευκλείδια ή

Ερµιτιανή νόρµα του: |x|2 =
√
|x|21 + · · ·+ |x|2n. Ο Kn

µε αυτή τη νόρµα

είναι ο χώρος Banach l2(n).

Υπενθυµίζουµε ότι χώρος Banach X είναι ένας γραµµικός χώρος µε νόρ-

µα ο οποίος είναι πλήρης µε την επαγόµενη µετρική. Νόρµα είναι µια

απεικόνιση ||− || από τον X στους πραγµατικούς ώστε να ισχύουν οι ακόλου-
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ϑες ιδιότητες :

||u|| ≥ 0, ||u|| = 0⇒ u = 0̄

||cu|| = |c|||u||
||u||+ ||v|| ≥ ||u + v||

Εκτός από την l2 νόρµα υπάρχουν και άλλες πιο εύκολες στους υπολο-

γισµούς αλλά παρέχουν λιγότερες πληροφορίες.

Νόρµα αθροίσµατος |x|1 =
∑

i |xi|. Ο Kn
µε αυτή τη νόρµα είναι ο

χώρος Banach l1(n).
Νόρµα µεγίστου |x|∞ = max{|xi| | n ≥ i ≥ 1}. Ο Kn

µε αυτή τη

νόρµα είναι ο χώρος Banach l∞(n).

Ορισµός 32 ∆ύο νόρµες || − ||1 και || − ||2 σε έναν διανυσµατικό χώρο X
καλούνται ισοδύναµες αν υπάρχουν ϑετικοί αριθµοί δ1 και δ2, ώστε

δ2 ≥
||u||1
||u||2

≥ δ1,∀u ∈ X − {0̄} .

Πρόταση 33 Οι προηγούµενες νόρµες είναι ισοδύναµες στον Kn
.

΄Εστω L(Kn) ο γραµµικός χώρος των ενδοµορφισµών στον χώρο Banach
Kn

. Με την πράξη της σύνθεσης ο προηγούµενος χώρος γίνεται άλγεβρα. Θα

δούµε ότι αυτός ο χώρος εφωδιάζεται µε νόρµα και αυτές οι νόρµες ’σχεδόν’

σέβονται το γινόµενο. Οπότε ο L(Kn) γίνεται µια νορµαρισµένη άλγεβρα και

µάλιστα άλγεβρα Banach.

Αν ορίσουµε µια συγκεκριµένη ϐάση στο Kn
, τότε υπάρχει ένας ισο-

µορφισµός µεταξύ L(Kn) και της n2
-διάστατης άλγεβρας όλων των nxn

πινάκων. Οπότε µπορούµε να ταυτίσουµε αυτούς τους δύο χώρους.

Ορισµός 34 Νόρµα ενός πίνακα A, ||A||, είναι το µικρότερο ϕράγµα ώστε

||A|||x| ≥ |Ax| για κάθε x ∈ Kn
.

Λήµµα 35

||A|| = sup{|Ax|/|x| | x ∈ Kn−{0}}.
||A|| = inf{q | q|x| ≥ |Ax| x ∈ Kn}.

Προφανώς η νόρµα του πίνακα εξαρτάται από τη νόρµα του διανυσµατικού

χώρου που χρησιµοποιούµε.

Λήµµα 36 1) ||A||||B|| ≥ ||AB||.
2) ||A||k|x| ≥ |Akx|.
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Η προηγούµενη σχέση εκφράζει την ιδιότητα που περιγράψαµε πιό πάνω,

ότι η νόρµα σχεδόν σέβεται το γινόµενο.

Θεώρηµα 37 ι) ΄Εστω ο Kn
εφωδιασµένος µε τη νόρµα l1 του αθροίσµατος.

Τότε ||A|| = max{|a(c)
j |1 | n ≥ j ≥ 1}. Εδώ ac

j είναι η j στήλη του πίνακα.

ιι) ΄Εστω ο Kn
εφωδιασµένος µε τη νόρµα l∞ του µεγίστου. Τότε ||A|| =

max{|a(r)
j |1 | n ≥ j ≥ 1}. Εδώ ar

j είναι η j γραµµή του πίνακα.

ιιι) ΄Εστω ο Kn
εφωδιασµένος µε τη συνήθη l2 νόρµα. Τότε

√∑
i,j |a|2ij ≥

||A||.

Απόδειξη. ι) ΄Εστω x = (x1, · · · , xn)t
. Τότε Ax = x1a

c
1 + · · · + xna

c
n και

υποθέτουµε ότι ||x|| = 1 χωρίς ϐλάβη της γενικότητος. Θα ϐρούµε ένα x το

οποίο µεγιστοποιεί την παράσταση |Ax|1 µε τη νόρµα του x να είναι ένα. Ας

υποθέσουµε ότι η j στήλη του A έχει µέγιστο άθροισµα καταπόλυτο τιµή.

Ουσιαστικά ϑέλουµε να µεγιστοποιήσουµε την παράσταση∑
i

|x1ai1 + · · ·+ xjaij + · · ·+ xnain|

όταν |x1| + · · · + |xn| = 1. Επιλέγοντας κατάλληλα τα πρόσηµα των xi µ-

πορούµε να υποθέσουµε ότι xt ≥ 0 και ait ≥ 0 γιά n ≥ t ≥ 1. Τότε η

παράσταση ϑα µεγιστοποιήται όταν xj = 1 και γίνεται aij. ΄Αρα το x που

µεγιστοποιεί την παράσταση είναι το διάνυσµα (0, · · · , 0, 1, 0 · · · 0) και

|Ax|1 = |ac
j|1

Το ιι) είναι ανάλογο και το ιιι) αφήνεται σαν άσκηση.

Με τη ϐοήθεια της προηγούµενης πρότασης µπορούµε να αποδείξουµε ότι

οι προηγούµενες σχέσεις πληρούν την ιδιότητα της νόρµας, οπότε µπορούµε

να ορίσουµε νόρµες πινάκων στο χώρο των πινάκων ως εξής :

||A||1 : = max{|ac
j|1 n ≥ j ≥ 1}, ||A||2 :=

√∑
i,j

|a|2ij,

||A||∞ : = max{|ar
j |1 n ≥ j ≥ 1}

Προφανώς ισχύει ότι ||A||t|x|t ≥ |Ax|t t = 1, 2,∞ x ∈ Kn
.

Πρόταση 38 Αν ||A|| είναι η νόρµα του πίνακα A που προέρχεται από τον Kn

µε την αντίστοιχη νόρµα και ||A||t η νόρµα όπως ορίστηκε προηγουµένως, τότε

ισχύει ότι ||A||t ≥ ||A||.
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Θεώρηµα 39 ΄Εστω ότι ο πραγµατικός πίνακας A διαγωνοποιείται, λ1 η

µεγίστη κατ΄ απόλυτο τιµή ιδιοτιµή του A και u1 ένα ιδιοδιάνυσµά της. Τότε για

οποιοδήποτε διάνυσµα x, η ακολουθία Anx συγκλίνει σε ένα πολλαπλάσιο του

u1.

Απόδειξη. ΄Εστω A = PDP−1
, τότε οι στήλες του P είναι τα ιδιοδι-

ανύσµατα του A. ΄Εχουµε λοιπόν Akx = PDkP−1x = PDky = y1λ
k
1u1 +

... + ynλ
k
nun = λk

1[y1u1 + ... + yn(λk
n/λ

k
1)]un ≈ λk

1y1u1. Εδώ y = P−1x και

D =

 λ1 0
. . .

0 λn


Σηµείωση ||A|||u| ≥ |Au| ⇒ ||A|||u| ≥ |λ||u| ⇒ ||A|| ≥ |λ|. ∆ηλαδή το

|λ| ϕράσσεται από την ||A|| και η κυριαρχούσα ιδιοτιµή παρέχει µία σχετική

προσέγγιση της νόρµας του πίνακα.

Το επόµενο ϑεώρηµα έχει εφαρµογή σ΄ αυτή την κατηγορία πινάκων γι-

α τον προσδιορισµό της κυριαρχούσας ιδιοτιµής. Θα το εφαρµόσουµε στα

οικονοµικά µοντέλα.

Ορισµός 40 1) ΄Εστω x = (x1, ..., xn) και y = (y1, ..., yn). Θα λέµε ότι x ≥ y
αν xi ≥ yi και x > y αν xi > yi για n ≥ i ≥ 1.

2) ΄Ενας πίνακας A = (aij) ϑα λέγεται ϑετικός αν aij > 0 ή µη-αρνητικός

αν aij ≥ 0 για n ≥ i, j ≥ 1.

Θα δώσουµε µια σύντοµη απόδειξη του περίφηµου ϑεωρήµατος Peron-
Frobenius υποθέτοντας ότι ο εν λόγω πίνακας έχει κυριαρχούσα ιδιοτιµή. Υπ-

άρχουν διάφορες αποδείξεις αυτού του ϑεωρήµατος αλγεβρικές ή τοπολογικές

µε χρήση σταθερών σηµείων.

Θεώρηµα 41 (Peron-Frobenius) ΄Εστω A πίνακας µε όλα τα στοιχεία του

αυστηρά ϑετικά. Τότε η κυριαρχούσα ιδιοτιµή του είναι πραγµατική ϑετική και

το ιδιοδιάνυσµά της έχει ϑετικές συνιστώσες.

Απόδειξη. Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι ο A έχει ιδιο-

τιµές. ΄Εστω Ωx = {t | t ∈ R+,Ax ≥ tx όπου x ≥ 0 για κάποιο ϑετικό

µη-µηδενικό διάνυσµα x}. Προφανώς Ωx 6= ∅ γιατί ο A είναι ϑετικός και αν

u− v ≥ 0 τότε A(u− v) > 0. Επίσης το Ωx είναι ϕραγµένο (χρησιµοποιώντας

τη νόρµα του µεγίστου δείχνουµε ότι για κάθε t από το Ωx ισχύει ότι ||A|| ≥ t.
΄Εστω tx = max Ωx και t0 = sup{tx}. Θα δείξουµε ότι υπάρχει x > 0 ώστε

Ax = t0x. Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει, τότε ∀y > 0 ⇒ Ay ≥ t0y. Τότε

A2y > t0Ay (γιατί ο A είναι ϑετικός) και αυτό σηµαίνει ότι ο t0 δεν είναι το

µέγιστο γιατί για x = Ay έχουµε Ax > t0x⇒ tx > t0. ΄Ατοπο. ΄Αρα ∃y > 0 µε
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Ay = t0y. ΄Εστω τώρα µία άλλη ιδιοτιµή λ. Ax = λx⇒ A|x| ≥ |λ||x| = |Ax|
Εδώ το |x| σηµαίνει ότι παίρνουµε απόλυτες τιµές στις συντεταγµένες του x.

΄Αρα t0 ≥ |λ|.
Μία άµεση εφαρµογή των προηγουµένων είναι στη ϑεωρία γράφων.

5.6 Ιδιοτιµές σε δίκτυα

΄Εστω Γ ένας γράφος n-κορυφών για τον οποίο ισχύει ότι αν υπάρχει σύνδεση

από την i στην j κορυφή, τότε υπάρχει και από την j στην i . ∆ηλαδή

ο πίνακας M του Γ είναι συµµετρικός. Θέλουµε να µελετήσουµε τρόπους

οι οποίοι να µας περιγράφουν την προσπέλαση της κάθε κορυφής (δηλαδή

η συγκεκριµένη κορυφή πόσο ικανοποιητικά συνδέεται µε άλλες κορυφές).

΄Ενας δείκτης που περιγράφει αυτό το µέγεθος δίνεται από το ιδιοδιάνυσµα

που αντιστοιχεί στην κυριαρχούσα ιδιοτιµή του πίνακα.

Επειδή ο M είναι πραγµατικός συµµετρικός ϑα έχει n ορθογώνια ιδιο-

διανύσµατα. Επίσης ισχύει ότι για τους συγκεκριµένους γράφους υπάρχει

η κυριαρχούσα ιδιοτιµή από το ϑεώρηµα Perron-Frobenius. ΄Αρα µπορούµε

να υπολογίσουµε αυτή την ιδιοτιµή και το ιδιοδιάνυσµά της (συνήθως µε

επαναληπτική µέθοδο). Ας υποθέσουµε ότι ο M περιγράφει δρόµους µεταξύ

πόλεων. Ο Mk
δίνει όλες τις συνδέσεις µε k − 1 ενδιάµεσους δρόµους. Το

άθροισµα των στοιχείων της i γραµµής δίνει τον αριθµό των συνδέσεων µε

k − 1 σταθµούς που ϕεύγουν από την πόλη i . ΄Εστω 1 ο πίνακας στήλη µε

µονάδες. Το προηγούµενο άθροισµα δίνεται από την i ϑέση του διανύσµατος

Mk1.

Ας χρησιµοποιήσουµε το 1 σαν αρχικό διάνυσµα για να προσεγγίσουµε

το ιδιοδιάνυσµα της κυριαρχούσας ιδιοτιµής του M . Αυτό το ιδιοδιάνυσµα

ϑα δίνεται από το Mk1 καθώς το k µεγαλώνει αρκετά. Επίσης το Mk1 ϑα

δίνει συνδέσεις µε περισσότερες και περισσότερες ενδιάµεσες διασυνδέσεις

από κάθε πόλη καθώς το k µεγαλώνει. Οπότε η αναλογία των συντεταγµένων

του ιδιοδιανύσµατος αυτού ϑα δίνει την προσπελασιµότητα των πόλεων.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

3
| ↘

1 − − 2
| ↙
4

M =


0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0


un = Mn(1, 1, 1, 1)t

. Με επαναληπτική µέθοδο ϐρίσκουµε ότι η κυριαρχούσα

ιδιοτιµή είναι λ= 2.17 και το ιδιαδιάνυσµα (0.44, 1, 0.84, 0.84).
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Επειδή 1 > 0, 84 > 0, 44. Η δεύτερη πόλη έχει τις καλύτερες συνδέσεις

από τις άλλες όπως ϕαίνεται και στο σχήµα. Η πρώτη τις χειρότερες και η

τρίτη και τέταρτη τις ίδιες.

ΣΧΟΛΙΟ Σηµειώνουµε εδώ µία εφαρµογή της προηγουµένης µεθόδου σ-

τον κλάδο της ιστορικής γεωγραφίας. Τον δωδέκατο αιώνα, υπήρχαν 39

µεγάλες πόλεις στην κεντρική Ρωσία οι οποίες συνδέοντο µε κανάλια όπως

δείχνει το σχήµα. Υπήρχε η εικασία ότι η Μόσχα ήταν πρωτεύουσα επειδή

είχε την καλύτερη σύνδεση. Με την προηγούµενη µέθοδο αποδείχθηκε ότι

το Kozelsk είχε αυτή την ιδιότητα και η Μόσχα ήταν έκτη στη σειρά. ΄Αρα η

Μόσχα δεν ήταν πρωτεύουσα γι΄ αυτόν τον λόγο.

Σχήµα 5.1:
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Πόλεις No Προσπελασιµότητα

kozelsk 10 0.0837
Kolomna 34 0.0788
Vyazma 12 0.0722
Bryansk 8 0.0547
Mtsensk 30 0.0493
Moscow 35 0.0490
Dorogobusch 11 0.0477

5.7 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Βρείτε πόσες πράξεις χρειάζεται η µέθοδος απαλειφής Gauss για την

επίλυση ενός συστήµατος n εξισώσεων µε n αγνώστους και η µέθοδος G-
S για µια επανάληψη. Συγκρίνετε τις δυο µεθόδους. Ποία µέθοδος είναι

καλύτερη σε σχέση µε την στρογκύλευση σφάλµατος·

2) Εφαρµόστε τη µέθοδο G-S στα επόµενα συστήµατα:

5x− y + 2z = 40 5x + 4y − z = 8
2x + 4y − z = 10 x− y + z = 4
−2x + 2y + 10z = 8 2x + y + 2z = 1
x0 = 20, y0 = 20, z0 = −40 x0 = y0 = z0 = 0

3) Αποδείξτε το ϑεώρηµα της κυριαρχούσας ιδιοτιµής στους πραγµατικούς

συµµετρικούς πίνακες.

4) ΄Εστω ότι ένας πίνακας A είναι µη-αρνητικός και το άθροισµα καθε

στήλης του είναι ένα. ∆είξτε ότι κάθε δύναµη του πίνακα A έχει την ίδια

ιδιότητα.

5) ∆είξτε ότι ι) ||A|| = max{||Ax||/||x|| | x ∈ Rn, ||x|| = 1} και ιι) το

λήµµα 36.

6) Αποδείξτε το Θεώρηµα των Peron-Frobenius πλήρως.

7) Αποδείξτε την πρόταση 33.

8) Μια εταιρεία επεξεργασίας πετρελαίου έχει τρείς µονάδες. Κάθε µι-

α παράγει τρείς κατηγορίες προϊόντων διαφορετικής ποιότητας : πετρέλαιο

ϑερµάνσεως - πετρέλαιο κινήσεως - ϐενζίνη. Απο ένα ϐαρέλι πετρελαίου η

κάθε µονάδα παράγει αριθµό γαλλονιών προϊόντων όπως εκφράζεται στον

ακόλουθο πίνακα:

µονάδα 1 µονάδα 2 µονάδα 3

πετρέλαιο ϑερµάνσεως 20 4 4
πετρέλαιο κινήσεως 10 14 5

ϐενζίνη 5 5 12
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Υποθέτουµε ότι η Ϲήτηση είναι 500 ϐαρέλια πετρελαίου ϑερµάνσεως, 850

πετρελαίου κινήσεως, και 1000 ϐενζίνης. Βρείτε τον αριθµό των ϐαρελιών

που χρειάζεται η κάθε µονάδα µε επαναληπτική µέθοδο.

9) Βρείτε την κυριαρχούσα ιδιοτιµή και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα του

ακόλουθου πίνακα:  0 4 1
0.4 0 0
0 0.6 0


10) Βρείτε µε επαναληπτική µέθοδο τις ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα των

ακόλουθων πινάκων:


29
72

0 − 5
72

1
18

0 1 0 0
− 5

72
0 29

72
− 1

18
1
18

0 − 1
18

5
18

,

 1 −1 1
1 1 1
1 0 −2

, και


1. 315 9 . 128 31 .0 183 6 . 181 41 . 122 69 0.03 333 3
. 128 31 1. 187 5 . 359 12 0.03 922 6 0.05 246 8 0.03 333 3
.0 183 6 . 359 12 1. 187 5 . 107 44 0.09 419 9 0.03 333 3
. 181 41 0.03. 922 6 . 107 44 1. 208 5 . 230 12 0.03 333 3
. 122 69 0.05 246 8 0.09419 9 . 230 12 1. 267 2 0.03 333 3

0.03 333 3 0.03 333 3 0.03 333 3 0.03333 3 0.03 333 3 1. 633 3


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Κεφάλαιο 6

Μ Ο Ν Τ Ε Λ Α M A R K O V

Πολλά από τα ϕυσικά ϕαινόµενα που µελετάµε παρότι είναι συνεχή (µε την

µαθηµατική έννοια), προτιµούµε να ϑεωρούµε ότι παίρνουν διακριτές τιµές

και αυτό διότι είναι ευκολότεροι οι υπολογισµοί χωρίς να χάνεται η ουσία

του ϑέµατος. Π.χ. όταν µιλάµε για τον καιρό συνήθως λέµε ότι είναι αίθρι-

ος ή ϐροχερός ή νεφελώδης, ενώ όπως είναι ϕυσικό υπάρχουν και όλες οι

ενδιάµεσες καταστάσεις. Επίσης και ο χρόνος σ΄ αυτή την περίπτωση ϑεωρεί-

ται διακριτός : χθες, σήµερα, αύριο.

΄Αλλο ανάλογο παράδειγµα το οποίο έχει εφαρµογές κυρίως στην ια-

τρική και κοινωνιολογία είναι η ψυχική διάθεση του ανθρώπου: λυπηµένος,

αδιάφορος, χαρούµενος.

Θεωρούµε λοιπόν ότι το σύστηµα που µελετάµε στον διακριτό χρόνο λαµ-

ϐάνει συγκεκριµένες τιµές από ένα πεπερασµένο σύνολο. Η παραχώρηση

αυτή που κάνουµε για να κατασκευάσουµε το µοντέλο είναι σηµαντική

για τους υπολογισµούς και τελικά δεν αλλοιώνει την πληροφορία. Φαν-

ταστείτε πόσο πολύπλοκο ϑα ήταν το µοντέλο του καιρού αν το ϑεωρούσαµε

συνεχές ως προς χρόνο και καταστάσεις. (Τότε ϑα χρειάζονταν πλήθος πολύ-

πλοκων διαφορικών εξισώσεων. Για να τονίσουµε την πολυπλοκότητα απλά

σηµειώνουµε ότι από αυτό το πρόβληµα γεννήθηκε η ϑεωρία του χάους.)

Το ερώτηµα λοιπόν που τίθεται τώρα είναι πώς ϑα εξελιχθούν αυτά τα

µοντέλα στο χρόνο. Φυσικά ϑα πρέπει να καλύπτεται κάθε δυνατή περίπτωση

και να εφαρµόζεται σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή. Το να περιµένουµε να

προβλέψουµε τι ϑα γίνει µετά από πολλές δοκιµές ϑα ήταν άστοχο. Θα

είµαστε πιο κοντά στην πραγµατικότητα, αν απαντήσουµε µε πιθανότητες.

Χρειαζόµαστε λοιπόν την πιθανότητα pj,i µετάβασης του συστήµατος από την

i κατάσταση στην j. Επίσης η κατάσταση που ϑα ϐρίσκεται το σύστηµα ϑα

εκφράζεται πάλι µε πιθανότητες.

Αν η pj,i εξαρτάται µόνο από την τωρινή κατάσταση του συστήµατος, το

σύστηµα ϑα καλείται ανέλιξη Markov. Αν εξαρτάται γενικά από τις προ-

43
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ηγούµενες ϑα καλείται στοχαστική ανέλιξη.

Ορισµός 42 Η πιθανότητα µετάβασης pj,i είναι η πιθανότητα µετάβασης του

συστήµατος από την i κατάσταση στην j κατά την επόµενη παρατήρηση.

Παράδειγµα 43 Αν η κατάσταση 2 αντιστοιχεί σε ϐροχερή ηµέρα στα Ιωάν-

νινα και η 3 σε συννεφιά, p3,2 είναι η πιθανότητα του καιρού από ϐροχή σε

συννεφιά σε δυο συνεχόµενες ηµέρες.

Προφανώς pj,i είναι µεταξύ 0 και 1, και ισχύει

p1,i + p2,i + · · ·+ pn,i = 1

Ορισµός 44 Καλούµε πίνακα µετάβασης P τον τετραγωνικό πίνακα P = (pj,i)
µε µη-αρνητικά στοιχεία ώστε το άθροισµα των στοιχείων της κάθε στήλης του

να είναι 1.

Θα µελετήσουµε λοιπόν το πρόβληµα της εξέλιξης ενός συστήµατος που

περιγράφεται από µια διαδικασία Markov.

Ορισµός 45 ΄Ενα διάνυσµα πιθανότητας είναι ένα διάνυσµα στήλη (ή γραµµή

ανάλογα) µε µη-αρνητικές συντεταγµένες που έχουν άθροισµα 1.

Ορισµός 46 Τα διανύσµατα πιθανότητας x(n)
(n = 0, 1, ...) λέγονται διανύσ-

µατα κατάστασης µιας διαδικασίας Markov, αν η i-συντεταγµένη x
(n)
i είναι η

πιθανότητα ώστε το σύστηµα να είναι στην i κατάσταση κατά την n-παρατήρηση.

Με x(0)
συµβολίζουµε την αρχική κατάσταση.

Παράδειγµα 47 ΄Εστω ότι ο πίνακας µετάβασης P ενός µοντέλου καιρού δίνε-

ται από :

Aυριo

Σηµερα(
3/4 1/2
1/4 1/2

)
Το στοιχείο (2, 1) του P µας δίνει την πιθανότητα µετάβασης από αίθριο

1 σε νεφελώδη 2 σε µια ηµέρα. Ας ϐρούµε την ίδια µετάβαση αλλά σε δυο

ηµέρες. Οπότε έχουµε τις εξής πιθανές µεταβάσεις : 1 ⇀ 1 ⇀ 2 ή 1 ⇀ 2 ⇀ 2.

Η κάθε περίπτωση έχει πιθανότητα αντίστοιχα 3/16 και 1/8. Η κατάσταση

(2, 1) σε δυο ηµέρες ϑα πρέπει να λάβει υπόψη της και τις δυο περιπτώσεις και

άρα ϑα είναι 3/16 + 1/8 = 5/16. Αλλά αυτό είναι το στοιχείο (2, 1) του P 2
.
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Θεώρηµα 48 Αν ο P είναι ο πίνακας µετάβασης µιας διαδικασίας και x(n)
το

διάνυσµα κατάστασης στη n-στη παρατήρηση, τότε x(n+1) = Px(n)
.

Απόδειξη. Η πιθανότητα να ϐρίσκεται το σύστηµα στην i κατάσταση κατά

την n + 1 παρατήρηση εξαρτάται από ποια κατάσταση ϐρισκόταν το σύστηµα

προηγουµένως. Αν αυτή ήταν η j, η πιθανότητα ϑα ήταν pi,j . Αλλά και εκεί

ϑα ϐρίσκεται µε πιθανότητα x
(n)
j . ΄Αρα η πιθανότητα γίνεται pi,jx

(n)
j . ΄Οπου και

να ϐρισκόταν λοιπόν, η πιθανότητα ϑα είναι x
(n+1)
i =

∑
j pi,jx

(n)
j .

Παράδειγµα 49 Μια εταιρεία ενοικιάσεως αυτοκινήτων έχει τρία γραφεία στη-

ν Αθήνα, Θεσ/κη και Πάτρα, (1, 2 και 3). ΄Ενα αυτοκίνητο µπορεί να ενοικι-

ασθεί από οποιοδήποτε γραφείο και να επιστραφεί σε οποιοδήποτε. Με έρε-

υνα ϐρίσκουν ότι τα αυτοκίνητα επιστρέφονται σύµφωνα µε τις ακόλουθες πι-

ϑανότητες.

Επιστροφή

Γραφειo 1 2 3
1 0.8 0.3 0.2
2 0.1 0.2 0.5
3 0.1 0.5 0.3

Θεωρούµε το προηγούµενο πρόβληµα σαν µια ανέλιξη Markov και ο προ-

ηγούµενος είναι ένας πίνακας µετάβασης. Οι συντεταγµένες ενός διανύσµα-

τος κατάστασης είναι οι πιθανότητες επιστροφής ενός αυτοκινήτου στα συγ-

κεκριµένα γραφεία. ΄Εστω ότι ένα αυτοκίνητο νοικιάζεται αρχικά από το

γραφείο 2. Βρίσκουµε τα διανύσµατα κατάστασης µέχρι και 11 ενοικιάσεις.

x(n)/n 0 1 2 5 6 7 8 11

x
(n)
1 0 0.3 0.4 0.528 0.540 0.546 0.549 0.553

x
(n)
2 1 0.2 0.32 0.225 0.220 0.218 0.216 0.215

x
(n)
3 0 0.5 0.28 0.246 0.240 0.236 0.234 0.232

Τα διανύσµατα κατάστασης για περισσότερες από 11 ενοικιάσεις είναι

σχεδόν ίσα µε το x(11)
.

Εδώ ϑα πρέπει να κάνουµε ορισµένες παρατηρήσεις.

α) Ο χρόνος ενοικίασης δεν παίζει ϱόλο στο µοντέλο. Και αυτό είναι

απαίτηση, διότι στην πραγµατικότητα τα αυτοκίνητα δεν επιστρέφονται στον

ίδιο χρόνο.

ϐ) Η πληροφορία που δίνουν τα διανύσµατα κατάστασης είναι ότι αν ένα

αυτοκίνητο νοικιασθεί από το 2 γραφείο µετά από πολλές ενοικιάσεις ϑα έχει

µεγαλύτερη πιθανότητα να ϐρίσκεται στο 1.

Επίσης ϑα πρέπει να υπάρχουν περισσότερες ϑέσεις διαθέσιµες για στά-

ϑµευση στο πρώτο από ότι στα άλλα δυο. Αυτή η απαίτηση είναι σηµαντική
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για γραφεία τα οποία ϐρίσκονται σε περιοχές όπου οι χώροι στάθµευσης

κοστίζουν ακριβά (αεροδρόµια, κέντρα µεγάλων πόλεων κλπ).

γ) Οι πληροφορίες που αποκοµίσαµε απορρέουν από ένα συγκεκριµένο

διάνυσµα κατάστασης, το (0, 1, 0). Εύλογα ϑα ϱωτούσαµε: Αν αυτό αλλάξει

µήπως αλλάζουν και οι πληροφορίες µας; Στο ερώτηµα αυτό ϑα µας απαν-

τήσει το επόµενο ϑεώρηµα. Η επόµενη πρόταση είναι απαραίτητη για την

απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Πρόταση 50 ΄Εστω P πίνακας µετάβασης µε ϑετικά στοιχεία και έστω ρ το

µικρότερο από αυτά. Αν ν είναι ένα διάνυσµα που έχει µέγιστη συντεταγµένη

µ0 και ελάχιστη ε0 και µ1 και ε1 είναι αντίστοιχα για το διάνυσµα vP , τότε

ισχύει ότι µ0 ≥ µ1, ε1 ≥ ε0, και (1− 2ρ)(µ0 − ε0) ≥ µ1 − ε1.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε την διάταξη µεταξύ των διανυσµάτων: ν ≥ υ
αν νi ≥ υi για κάθε i. ΄Εστω ν ′ το διάνυσµα που έχει όλες τις συντεταγµένες

του ίσες µε µ0 εκτός εκείνης του ν που είναι ίση µε την ελάχιστη του ν.

∆ηλαδή, αν v = (vt) και v′ = (v′t) µε vk = ε0 = v′k, v′t = µ0 για t 6= k ΄Αρα

ν ′ ≥ ν. Οι συντεταγµένες (ν ′P )t του ν ′P είναι της µορφής

n∑
i=1

v′iPit = Pktε0 + (1− Pkt)µ0 = µ0 − Ptk(µ0 − ε0)

και Pkt ≥ ρ. ΄Αρα κάθε συντεταγµένη του ν ′P είναι µικρότερη από µ0-ρ(µ0-

ε0). Επειδή v′P ≥ vP , έχουµε ότι

max{vt|k ≥ t ≥ 1} = µ0 ≥ µ0 − ρ(µ0 − ε0) ≥ µ1 = max{(vP )t|k ≥ t ≥ 1}

Εφαρµόζουµε το ίδιο για το διάνυσµα −ν. Οπότε

−ε0 ≥ −ε0 − ρ(µ0 − ε0) ≥ −ε1

Από τις δύο προηγούµενες σχέσεις έχουµε το Ϲητούµενο.

ΕΡΩΤΗΜΑ. Είναι αληθές ότι οποιοδήποτε τυχαίο αρχικό διάνυσµα κατάσ-

τασης προσεγγίζει ένα σταθερό διάνυσµα σε µια διαδικασία Markov·

Παράδειγµα 51 ΄Εστω P =

(
0 1
1 0

)
και ν(0) =

(
1
0

)
. Τότε P 2 = I

και P 3 = P . ΄Αρα ν2k = ν και ν2k+1 =

(
0
1

)
. Οπότε η απάντηση στο

προηγούµενο είναι όχι.
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Ορισµός 52 α) ΄Ενας πίνακας µετάβασης καλείται απλά κανονικός αν

κάποια δύναµη του έχει όλα τα στοιχεία του ϑετικά.

ϐ) ΄Ενας πίνακας µετάβασης καλείται κανονικός αν έχει όλα τα στοιχεία

του ϑετικά.

Θεώρηµα 53 Αν ο P είναι απλά κανονικός πίνακας µετάβασης τότε ισχύει

ότι :

α) Ο P k
συγκλίνει σε έναν πίνακα A.

ϐ) Κάθε στήλη του A είναι το ίδιο διάνυσµα πιθανότητας π.

γ) Οι συντεταγµένες του π είναι ϑετικές.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο P δεν έχει µηδενικά στοιχεία και ρ είναι

η µικρότερη τιµή τους. ΄Εστω ej το διάνυσµα µε 1 στην j-ϑέση και 0 στις

άλλες. ΄Εστω µk και εk το µέγιστο και ελάχιστο αντίστοιχα του ejP
k
. Επειδή

ejP
k = ejP

k−1P , από την προηγούµενη πρόταση ϑα έχουµε ότι

µ0 = 1 ≥ µ1 ≥ µ2 ≥ ... και ... ≥ ε2 ≥ ε1 ≥ 0 = ε0.

Επίσης ισχύει ότι

(1− 2ρ)k = (µ0 − ε0)(1− 2ρ)k ≥ (µk−1 − εk−1)(1− 2ρ) ≥ µk − εk.

΄Αρα η ποσότητα µk−εk συγκλίνει στο 0 και το ejP
k

συγκλίνει σε ένα διάνυσµα

του οποίου όλα τα στοιχεία είναι ίσα. ΄Εστω ότι αυτή η τιµή είναι η vj. Ισχύει

ότι 1 > µk ≥ vj ≥ εk > 0 (οι ακραίες ανισότητες είναι καθαρές ανισότητες

λόγο του ότι ο πίνακας είναι ϑετικός). Αλλά το ejP
k

είναι η j-γραµµή του P k

και ο P k
συγκλίνει στον πίνακα µε τις Ϲητούµενες ιδιότητες. ΄Εστω τώρα ότι

ο P είναι απλά κανονικός. Τότε κάποια δύναµη του ϑα έχει ϑετικά στοιχεία

και η πρόταση ισχύει.

Πόρισµα 54 Αν ο P είναι ένας κανονικός πίνακας µετάβασης και A το όριο

του µε π = (π1, ..., πn)t
ώστε A = π(1, ..., 1) τότε ισχύει ότι

1) για κάθε διάνυσµα πιθανότητας e το P ke συγκλίνει στο πt
,

2) Το π είναι µοναδικό µε την ιδιότητα Pπ = π. ∆ηλαδή ο πίνακας P έχει

τη µονάδα σαν µια απο τις ιδιοτιµές του.

Απόδειξη. 1) Ισχύει ότι P ket → π(1, ..., 1)et = π1 = π.

2) ΄Εστω π′ έτσι ώστε Pπ′ = π′, τότε ϑα ισχύει P kπ′ → π. ΄Αρα π′ = π.

Ορισµός 55 Το διάνυσµα π όπως προηγουµένως καλείται κατάσταση ισορ-

ϱοπίας του συστήµατος.
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Παρατηρούµε ότι η κατάσταση ισορροπίας π του κανονικού πίνακα

µετάβασης P είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1. Η

νόρµα αυτών των πινάκων είναι 1 οπότε η ιδιοτιµή 1 είναι µέγιστη.

Ας υποθέσουµε ότι ο πίνακας P διαγωνοποιήται : P = SΛS−1
. Τότε

x(k) = P kx(0) = SΛkS−1x(0).

Ας ϑέσουµε c = S−1x(0)
και να υπενθυµίσουµε ότι οι στήλες του S είναι

τα ιδιοδιανύσµατα του P . ΄Αρα

(6.1)

x(k) = SΛkc =
(
ut

1, · · · , ut
n

)  λk
1 · · · 0

. . .
.
.
.

0 · · · λk
n


 c1

.

.

.

cn

 = c1λ
k
1u

t
1+...+cnλ

k
nu

t
n.

Η κατανοµή λοιπόν αποτελεί γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων.

Από τη σχέση c = S−1x(0) ⇔ Sc = x(0)
έχουµε την αρχική κατανοµή x(0)

σαν γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων ui:

x(0) = c1u
t
1 + ... + cnu

t
n = S(c1, ..., cn)t,

τότε

x(k) = c1λ
k
1u

t
1 + ... + cnλ

k
nu

t
n = SΛkS−1S(c1, ..., cn)t.

∆ηλαδή ο ϱόλος των ci είναι να ικανοποιούν την αρχική συνθήκη,

(παρατηρήστε την αναλογία µε τις αρχικές συνθήκες στις διαφορικές εξισώ-

σεις).

Θα δούµε πιο κάτω στην ενότητα 7 ότι οι υπόλοιπες ιδιοτιµές αυτών των

πινάκων πληρούν την ιδιότητα 1 ≥ |λi| και µάλιστα |λi| < 1 για κανονικούς

πίνακες µετάβασης.

Επειδή η κατανοµή εξαρτάται από τις ιδιοτιµές 6.1, είναι προφανές ότι

η ισορροπία του συστήµατος ανάγεται στις εξής περιπτώσεις, όπως ϑα δούµε

στην ενότητα 7:

Ευστάθεια , όταν |λi| < 1, P k → 0.

Ουδέτερη ευστάθεια, όταν λ1 = 1 και |λi| < 1.

Αστάθεια, όταν υπάρχει i ώστε |λi| > 1, (ο P k
δεν συγκλίνει).

Ας επανέλθουµε πάλι στο παράδειγµα 49. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα

κανονικών πινάκων µετάβασης, από οποιαδήποτε κατάσταση και να ξεκινή-

σουµε το αποτέλεσµα ϑα είναι το ίδιο. ΄Αρα αν η εταιρεία διαθέτει 1000 αυ-

τοκίνητα, ϑα πρέπει να υπάρχουν περίπου 558 ϑέσεις διαθέσιµες στο γραφείο

1, περίπου 230 στο 2 και περίπου 214 στο 3.

Και το επόµενο παράδειγµα στηρίζεται στην ίδια αρχή όπως το προηγού-

µενο.
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Παράδειγµα 56 ΄Ενας τροχονόµος τοποθετείται σε µια από τις 8 διασταυρώ-

σεις όπως δείχνει το σχήµα.

Σχήµα 6.1: Τροχονόµος

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

1 2 

4 5 

6 7 8 

Πρέπει να µένει σε κάθε διασταύρωση για µια ώρα και µετά να παρα-

µείνει στην ίδια ή να προχωρήσει σε γειτονική. Για να µην είναι γνωστό που

ϐρίσκεται, πρέπει να επιλέγει τυχαία µια διασταύρωση µε την ίδια πιθανότη-

τα για κάθε µια. Αν είναι στην 5, η επόµενη µπορεί να είναι 2, 4, 5, ή 8

µε πιθανότητα 1/4. Κάθε µέρα αρχίζει στην τοποθεσία που σταµάτησε την

προηγουµένη.

Ας ϑεωρήσουµε το πρόβληµα σαν µια διαδικασία Markov. Ο επόµενος

είναι ο πίνακας µετάβασης.

Νέα

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1/3 1/3 0 1/5 0 0 0 0
2 1/3 1/3 0 0 1/4 0 0 0
3 0 0 1/3 1/5 0 1/3 0 0
4 1/3 0 1/3 1/5 1/4 0 1/4 0
5 0 1/3 0 1/5 1/4 0 0 1/3
6 0 0 1/3 0 0 1/3 1/4 0
7 0 0 0 1/5 0 1/3 1/4 1/3
8 0 0 0 0 1/4 0 1/4 1/3

Αν ο τροχονόµος ξεκινήσει από την 5, οι πιθανές του διασταυρώσεις, κάθε

ώρα, δίνονται από το ακόλουθο διάνυσµα κατάστασης.
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x(n)/n 0 1 2 3 5 10 15 22

x
(n)
1 0 0 0.133 0.116 0.123 0.113 0.109 0.107

x
(n)
2 0 1/4 0.146 0.163 0.138 0.115 0.109 0.107

x
(n)
3 0 0 0.05 0.039 0.073 0.1 0.106 0.107

x
(n)
4 0 1/4 0.113 0.187 0.178 0.178 0.179 0.179

x
(n)
5 1 1/4 0.279 0.19 0.168 0.149 0.144 0.143

x
(n)
6 0 0 0 0.05 0.074 0.099 0.105 0.107

x
(n)
7 0 0 0.133 0.104 0.125 0.138 0.141 0.143

x
(n)
8 0 1/4 0.146 0.152 0.121 0.108 0.107 0.107

Για n > 22, όλα τα διανύσµατα είναι περίπου ίσα µε το x(22)
µέχρι τρία

δεκαδικά ψηφία. ∆ηλαδή τα διανύσµατα κατάστασης πλησιάζουν ένα σταθερό

διάνυσµα µετά από πολλές δοκιµές.

6.1 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Σε ένα µάθηµα χωρισµένο σε δύο τµήµατα παρατηρείται η εξής κινητικότη-

τα των ϕοιτητών : Κάθε εβδοµάδα το 1/4 του τµήµατος Α και 1/3 του τµή-

µατος Β εγκαταλείπουν το µάθηµα και το 1/6 κάθε τµήµατος πηγαίνει στο

άλλο. Μπορούµε να κάνουµε πρόγνωση της παρακολούθησης των ϕοιτητών·

2) Μια έρευνα αγοράς για την αγορά νέων αυτοκινήτων έδειξε ότι ένα

νέο αυτοκίνητο αγοράζεται κατά µέσο όρο µια ϕορά κάθε τρία χρόνια απο

κάποιον που έχει αυτοκίνητο. Αν χωρίσουµε τα αυτοκίνητα σε µικρά και

µεγάλα, η έρευνα έδειξε ότι το 80% των µικρών αυτοκινήτων ϑα αντικατασ-

ταθούν από µικρά και το υπόλοιπο από µεγάλα. ΄Εστω ότι υπάρχουν 40000

µικρά και 50000 µεγάλα, µπορούµε να προβλέψουµε τον αριθµό µετά από

12 χρόνια·

3) Κάποια χώρα αποτελείται από δυο εθνότητες Α και Β. Η Α αποτελεί

πλειοψηφία και η Β µειοψηφία. Κατά τη διάρκεια κάποιας περιόδου

παρατηρήθηκε η τάση αύξησης του ποσοστού της Α εν σχέση µε την Β, η

οποία οφείλεται σε γάµους, αλλαγή κουλτούρας και άλλους λόγους. Αρχικά

η κατανοµή ήταν 50 · 106
για την Α και 1/2 · 106

για την Β. Ο ακόλουθος

πίνακας δίνει τις πιθανότητες µετάβασης από την µία στην άλλη:

A B
A 1 0.2
B 0 0.8



6.1. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 51

α) Αν υποθέσουµε ότι ο συνολικός πληθυσµός για κάθε γενιά είναι ο ίδιος,

κάντε µια πρόγνωση για την κατανοµή του πληθυσµού µετά ν γενιές.

ϐ) Κάντε το ίδιο αν υπάρχει οµοιόµορφη αύξηση 1% για κάθε γενιά.

γ) Υποθέτουµε ότι η Α αυξάνει 2% από γενιά σε γενιά, ενώ η Β µειώνεται

κατά 3%. Περιγράψτε το µοντέλο και κάντε πρόγνωση της κατανοµής για ν

γενιές.

4) ΄Εστω ότι είναι αδύνατο να πλουτίσει κάποιος ϕτωχός (Φ) χωρίς να

περάσει από την µικροαστική κατηγορία (Μ) και το ανάποδο. Κάθε χρόνο,

τα 2/3 των πλουσίων (Π) παραµένουν πλούσιοι ενώ το υπόλοιπο περιέρχεται

στην δεύτερη κατηγορία. Από τη δεύτερη, το 1/3 παραµένει και το υπόλοιπο

µοιράζεται στις άλλες δύο. Από την πρώτη (Φ), τα 2/3 παραµένουν και το

υπόλοιπο µεταφέρεται στην επόµενη. Βρείτε την κατανοµή µετά από ν έτη.

Αν αρχικά υπήρχαν µόνο 1000 ϕτωχοί, πως ϑα κατανεµηθούν µετά από 5

και 10 χρόνια·

5) ∆ηµιουργήστε ένα δικό σας παράδειγµα µε άµεσες εφαρµογές στη Ϲωή.
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Κεφάλαιο 7

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΑΙΧΝΙΩΝ

Η ϑεωρία παιγνίων ασχολείται µε τη µαθηµατική µοντελοποίηση των τυχερών

παιγνίων. Οι µαθηµατικές ϐάσεις τέθηκαν από τους John vonNeumann kai
Oscar Morgestern µε την έκδοση του ϐιβλίου τους ’Θεωρία Παιγνίων και

Οικονοµικός Συσχετισµός’. Η επιρροή που είχε η εφαρµογή τους σε κοιν-

ωνικές επιστήµες ήταν πραγµατικά σηµαντική. Θεωρείται ότι ήταν τόσο

σηµαντική όσο του απειροστικού λογισµού στις ϕυσικές επιστήµες. Παρό-

λα αυτά, επειδή ο ανθρώπινος παράγων στα παίγνια και ϕυσικά η ψυχολογία

του παίχτη είναι καθοριστική, η ϑεωρία δεν είχε τα αποτελέσµατα που ϑα περ-

ιµέναµε. Επίσης ϑα πρέπει να πούµε ότι τα παραδείγµατα που µελετούνται

απέχουν πολύ από τα πραγµατικά παίγνια. Οι λόγοι είναι προφανείς όπω-

ς ϑα δούµε πιο κάτω. Θα µπορούσαµε να παραλληλίσουµε την κατάσταση

αυτή µε τις πληροφορίες που δίνει η ϑεωρία πιθανοτήτων όταν εφαρµόζεται

στην πράξη για µικρό σχετικά αριθµό δειγµάτων.

Λέγοντας παίγνιο ϑα εννοούµε ένα συγκεκριµένο σύνολο από παίχτες,

κανόνες και έναν καθορισµένο τρόπο πληρωµής για κάθε αποτέλεσµα που ϑα

προκύπτει από την εφαρµογή του παιγνίου από τους παίχτες. Ο όρος παιχνίδι

ϑα δηλώνει συγκεκριµένη εφαρµογή του παιγνίου (παρτίδα).

Ακόµη και παίγνια, όπως το τάβλι, που εξαρτώνται από το αποτέλεσµα

µίας καθαρά τυχερής επινόησης, τα Ϲάρια, µπορούν να ϑεωρηθούν παίγνια

σύµφωνα µε τον προηγούµενο ορισµό ϑεωρώντας ότι υπάρχει ένας ακόµη

παίχτης που καλείται τύχη και οι κινήσεις του και τα αποτελέσµατα τους να

είναι καθορισµένα όπως και για τους υπόλοιπους παίχτες.

Προχωρούµε σε συγκεκριµένα παραδείγµατα όπου ϑα κατασκευάσουµε

το µαθηµατικό µοντέλο και ϑα µελετήσουµε την εξέλιξη του. Θα µελετή-

σουµε µόνο παίγνια όπου συµµετέχουν µόνο δύο παίχτες και υποθέτουµε

ότι οι συγκεκριµένοι τρόποι που ϑα παίζουν αυτοί (οι στρατηγικές τους) έ-

χουν απαριθµηθεί. Σηµειώνουµε ότι αυτό είναι πάντα δυνατόν στην ϑεωρία

αλλά στην πράξη δεν εφαρµόζεται λόγω του µεγάλου αριθµού συνδυασµών

53
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στρατηγικής.

Παράδειγµα 57 Το παίγνιο παίζεται από δύο παίχτες µε την ϐοήθεια δύο

ϱουλετών όπως στο σχήµα (µία για κάθε παίχτη) χωρισµένες σε ανισοµερή

εµβαδά.

Σχήµα 7.1:

 

 

 

 

 
1 2 

4 3 

1 2 

3 

1/6 

1/3 

1/2 

1/4 

1/4 

1/3 

1/6 

Ο πρώτος παίχτης Ρ έχει τρεις επιλογές, ενώ ο δεύτερος Γ έχει τέσσαρες.

Ανάλογα µε την επιλογή κάθε παίχτη ο Γ πληρώνει τον Ρ όπως δείχνει ο

πίνακας.

R\G 1 2 3 4
1 3 5 −2 −1
2 −2 4 −3 −4
3 6 −5 0 3

∆ηλαδή η επιλογή (1,2) σηµαίνει ότι ο Γ δίνει στον Ρ 5. Ενώ η (2,4), ο

Ρ δίνει στον Γ 4. Κάθε κίνηση είναι τυχαία, οι παίχτες δεν έχουν επιλογή

στρατηγικής. Σκοπός µας είναι να ϐρούµε πόσα ϑα κερδίσει ή ϑα χάσει ο

κάθε παίχτης µετά από πολλές δοκιµές.

7.1 Παίγνιο δύο ατόµων µε µηδενικό άθροισµα

κέρδους-Ϲηµιάς

Αυτό σηµαίνει ότι παίζουν 2 παίχτες χωρίς να µπορούν να ελέγχουν το αποτέ-

λεσµα της δοκιµής και όσα χάνει ο ένας τόσα κερδίζει ο άλλος.
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Επειδή κάθε παίχτης έχει πεπερασµένο αριθµό επιλογών τα αποτελέσ-

µατα µπορούν να παρασταθούν µε ένα πίνακα, ο οποίος λέγεται πίνακας

παιγνίου.

΄Εστω ότι ο Ρ έχει m δυνατές επιλογές και ο Γ n . ΄Εστω ότι aij είναι το

ποσόν που κερδίζει ο Ρ όταν αυτός επιλέγει την κίνηση i και ο αντίπαλός

του την j. Το aij δεν είναι ανάγκη να είναι χρήµατα. Ο ακόλουθος πίνακας

καλείται πίνακας παιγνίου

A =

 a11 a12 · · · a1n
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am1 am2 · · · amn


Σηµαντικό ϱόλο παίζει η πιθανότητα µε την οποία ο κάθε παίχτης ϑα επιλέξει

την κίνησή του.

Π.χ. Η πιθανότητα που έχει ο κάθε παίχτης να επιτύχει την επιθυµητή

δοκιµή στο προηγούµενο παράδειγµα εξαρτάται από το εµβαδόν του χωρίου.

∆ηλαδή:

Ο Ρ έχει πιθανότητα 1/3 για το 2.

Ο Γ έχει πιθανότητα 1/4 για το 2.

΄Εστω pi η πιθανότητα µε την οποία ο Ρ πετυχαίνει την i επιλογή, και qj η

πιθανότητα µε την οποία ο Γ πετυχαίνει την j.

Καλούµε τα διανύσµατα p = (p1, ..., pm) στρατηγική του Ρ και q =
(q1, ..., qn)t

στρατηγική του Γ. Ισχύει ότι
∑
i

pi = 1 και
∑
j

qj = 1 .

Για το παράδειγµά µας έχουµε ότι p = (1/6, 1/3, 1/2) και q =
(1/4, 1/4, 1/3, 1/6)t

.

Αν οι επιλογές των δυο παιχτών είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, τότε piqj

είναι η πιθανότητα να επιτύχει ο Ρ την i επιλογή και ο Γ την j. Το τίµηµα σ΄

αυτή την περίπτωση είναι aij και η πιθανότητα της τιµής αυτής είναι επίσης

piqj.

Το άθροισµα

a11p1q1 + ... + a1np1qn + ... + am1pmq1 + ... + amnpmqn

δίνει το µέσο όρο του ποσού για τον Ρ . Αυτή η τιµή καλείται αναµενόµενη

τιµή για τον Ρ.

Είναι γνωστό ότι αν το παίγνιο επαναληφθεί πολλές ϕορές, το αναµενόµενο

κέρδος του παίχτη Ρ ϑα δίνεται από το προηγούµενο άθροισµα.

Καλούµε

E(p, q) =
∑

m≥i≥1

∑
n≥j≤1

aijpiqj
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και τονίζουµε ότι αυτό το άθροισµα εξαρτάται από τις στρατηγικές p και q. Η

ποσότητα αυτή δίνεται από το ακόλουθο γινόµενο πινάκων

E(p, q) = pAq

Υπενθυµίζουµε ότι ο Γ ϑα πάρει −E(p, q).

Για το παράδειγµά µας η ποσότητα αυτή είναι

E(p, q) = pAq = 13/72 = 0.1806...

∆ηλαδή ο Ρ ϑα πάρει 0.1806 - µονάδες (χρήµατα) από τον Γ .

7.2 Παίγνια µε επιλογή στρατηγικής

Υποθέσεις: Ο κάθε παίκτης µπορεί να αλλάξει τη στρατηγική του ανεξάρτητα

από τον άλλο. ∆ηλαδή ο Ρ προσπαθεί να αλλάξει τη στρατηγική του p ώστε

η τιµή E(p, q) να γίνει όσο το δυνατόν µεγαλύτερη αλλά ταυτόχρονα και

σίγουρη.

Θεώρηµα 58 Υπάρχουν στρατηγικές p∗ και q∗ έτσι ώστε

E(p∗, q) ≥ E(p∗, q∗) ≥ E(p, q∗)

για κάθε στρατηγική p και q.

΄Εστω u = E(p∗, q∗) τότε E(p∗, q) ≥ u ∀q. ∆ηλαδή αν ο Ρ διαλέξει την

p∗ τότε οποιαδήποτε στρατηγική και αν ακολουθήσει ο Γ το ποσόν που ϑα

κερδίσει ο Ρ ϑα είναι πάντα µεγαλύτερο ή ίσο του u.

Για τον Γ έχουµε u ≥ E(p, q∗) ∀p. Το κέρδος του Γ ϑα δίνεται από

−E(p, q∗) ≥ −E(p∗, q∗) ∀q. ΄Αρα ο Γ ϑα πληρώσει µέχρι u όταν επιλέξει

την q∗ ανεξάρτητα από το τι ϑα κάνει ο Ρ.

Ορισµός 59 Αν p∗ και q∗ είναι στρατηγικές τέτοιες ώστε

E(p∗, q) ≥ E(p∗, q∗) ≥ E(p, q∗)

για κάθε στρατηγική p και q , τότε

ι) η p∗ καλείται ϐέλτιστη στρατηγική για τον Ρ,

ιι) η q∗ καλείται ϐέλτιστη στρατηγική για τον Γ,

ιιι) η u = E(p∗, q∗) καλείται η τιµή του παιγνίου.
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Προσοχή. Η ϐέλτιστη στρατηγική δεν είναι απαραιτήτως µοναδική. Αλλά

όλες οι ϐέλτιστες στρατηγικές δίνουν την ίδια τιµή παιγνίου:

E(p∗, q∗) = E(p∗∗, q∗∗)

Σηµείωση. Για να ϐρεθούν οι ϐέλτιστες στρατηγικές χρησιµοποιούµε

Γραµµικό Προγραµµατισµό.

Ορισµός 60 ΄Ενα στοιχείο ars του πίνακα πληρωµής A καλείται (saddle
point) οµφαλικό-σαγµατικό σηµείο αν :

ι) ars είναι η µικρότερη τιµή στη γραµµή της, δηλαδή arj ≥ ars ∀j και

ιι) ars είναι η µεγαλύτερη τιµή στη στήλη της, δηλαδή ais ≥ ars ∀i.

΄Ενα παίγνιο του οποίου ο πίνακας πληρωµής έχει ένα σαγµατικό σηµείο

καλείται γνησίως καθορισµένος.

Σηµείωση. 1) Το σηµείο αυτό έχει αντίστοιχες ιδιότητες που έχει και στον

Απειροστικό λογισµό το σαγµατικό σηµείο συνάρτησης.

2) Αν ένας πίνακας έχει οµφαλικό σηµείο ars , τότε οι ακόλουθες στρατηγικές

είναι ϐέλτιστες

p∗ = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)
r

q∗ = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)
s

t

Αυτό ϕαίνεται αµέσως γιατί

p∗Aq = (ar1, ..., arn)

 q1
.
.
.

qn

 =
∑

n≥j≥1

arjqj ≥
∑

n≥j≥1

arsqj ≥ ars

E(p∗, q∗) = p∗Aq∗ = ars, ars ≥ E(p, q∗), E(p∗, q) ≥ ars

Θα εξηγήσουµε το ϱόλο του σαγµατικού σηµείου µε ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 61 ΄Εστω ότι ο πίνακας του παιγνίου είναι ο ακόλουθος :

R\G 1 2 3
1 −5 11 −7
2 −2 8 −1
3 −3 −4 14

Ας υποθέσουµε ότι και οι δυο παίχτες παίζουν αµυντικά, δηλαδή να αποφύγουν

το χειρότερο. Για τον Ρ το χειρότερο της πρώτης στρατηγικής είναι το -7, της

δεύτερης το -2 και -4 της τρίτης. Από αυτά το καλύτερο είναι το -2. Για τον

δεύτερο παίχτη έχουµε 2, -11 και -14. Το καλύτερο από τα χειρότερα είναι το

2 το οποίο αντιστοιχεί στο 2-1 στοιχείο του πίνακα και το οποίο είναι σαγµατικό

σηµείο.
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Η επιλογή αυτή έχει µεγάλη σταθερότητα και αν κάποιος από τους παίκτες

ξεφύγει από αυτήν την επιλογή πιθανόν να εξαναγκασθεί να επανέλθει. Η

σταθερότητα οφείλεται στην επόµενη εξίσωση:

Το Maximum των minimum του R = -Το Maximum των minimum του C
Αν το παίγνιο έχει αυτήν την ιδιότητα, ο πίνακάς του ϑα έχει σαγµατικό

σηµείο. ΄Οπως είναι ϕυσικό δεν ισχύει πάντα το προηγούµενο.

Παράδειγµα 62 ∆ύο τηλεοπτικοί σταθµοί Ρ και Γ προγραµµατίζουν µια ωριαία

εκποµπή την ίδια χρονική περίοδο. Ο Ρ έχει την επιλογή από τρία προγράµµατα

και ο Γ από τέσσερα. Και οι δύο σταθµοί ανάθεσαν σε µια εταιρεία να τους δώσει

µια εκτίµηση της τηλεθέασης (επί τοις εκατό των τηλεθεατών) για όλα τα δυνατά

Ϲεύγη προγραµµάτων. Η εταιρεία τους έδωσε τον ακόλουθο πίνακα ο οποίος

εκφράζει την τηλεθέαση του Ρ.

R\G 1 2 3 4
1 60 20 30 55
2 70 75 45 60
3 70 45 35 30

Ποιο πρόγραµµα ϑα δώσει το µεγαλύτερο ακροατήριο σε κάθε σταθµό ·

Θεωρούµε το πρόβληµα αυτό παίγνιο µε δύο παίχτες µηδενικού αθροίσ-

µατος και ο πίνακας του παιγνίου είναι ο ακόλουθος

A =

 10 −30 −20 5
20 25 −5 10
20 −5 −15 −20


Ο πίνακας A δίνει το ποσοστό των τηλεθεατών που χάνει ο Γ ως προς τον Ρ . Το

οµφαλικό σηµείο του A είναι το q23 = −5. ΄Αρα το ϐέλτιστο πρόγραµµα για τον

Ρ είναι το 2 και το ϐέλτιστο για τον Γ το 3 . Τότε ο Ρ ϑα έχει ακροαµατικότητα

45% και ο Γ 55%.

7.3 Πίνακας παιγνίων 2x2

΄Εστω A =

(
a11 a12

a21 a22

)
. Αν ο A είναι πίνακας γνησίως καθορισµένος τότε

έχει οµφαλικό σηµείο και η ϐέλτιστη λύση είναι γνωστή από τα προηγούµενα.

΄Εστω ότι το παίγνιο δεν είναι γνησίως καθορισµένο, τότε ϐρίσκουµε τις

ϐέλτιστες τιµές ως εξής :

E(p, q) = a11p1q1 + a12p1q2 + a21p2q1 + a22p2q2
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p1 + p2 = 1, q1 + q2 = 1

E(p, q) = [(a11 − a12 − a21 + a22)p1 − (a22 − a21)]q1 + (a12 − a22)p1 + a22

΄Εστω p∗1 = a22−a21

a11−a12−a21+a22
. Τότε E(p∗, q) = a11a22−a12a21

a11−a12−a21+a22
και αυτή η

τιµή είναι ανεξάρτητη του q. ∆ηλαδή, αν ο Ρ επιλέξει την στρατηγική p∗ =
(p∗1, 1− p∗1), τότε ο Γ δεν µπορεί να αλλάξει την τιµή του παιγνίου.

Αντίστοιχα, αν

q1 = q∗1 =
a22 − a12

a11 − a12 − a21 + a22

E(p, q∗) =
a11a22 − a12a21

a11 − a12 − a21 + a22

∆ηλαδή E(p∗, q) = E(p∗, q∗) = E(p, q∗),∀p, q. ΄Αρα σύµφωνα µε τον ορισµό

οι πιο πάνω στρατηγικές είναι οι ϐέλτιστες.

Θεώρηµα 63 Για ένα παίγνιο µε πίνακα 2x2 το οποίο δεν είναι γνωσίως κα-

ϑορισµένο, οι ϐέλτιστες στρατηγικές είναι

p∗ = (
a22 − a21

a11 − a12 − a21 + a22

,
a11 − a12

a11 − a12 − a21 + a22

)

q∗ =

( a22−a12

a11−a12−a21+a22
a11−a21

a11−a12−a21+a22

)
και η τιµή είναι E = a11a22−a12a21

a11−a12−a21+a22
.

Παράδειγµα 64 Το Υπουργείο Υγείας επιθυµεί να εµβολιάσει τους πολίτες

εναντίον κάποιας γρίπης. Η γρίπη έχει δύο ιούς και δεν είναι γνωστό µε τι

αναλογία οι δύο ιοί εµφανίζονται. ∆ύο εµβόλια έχουν αναπτυχθεί µε διαφορε-

τικές δράσεις εναντίον των δύο ιών. Το εµβόλιο 1 είναι 85% αποτελεσµατικό

εναντίον του 1 και 70% εναντίον του 2. Το εµβόλιο 2 είναι 60% αποτελεσµατικό

εναντίον του 1 και 90% εναντίον του 2. Ποιος είναι ο καλύτερος εµβολιασµός·

Λύση 65 Θα το αντιµετωπίσουµε σαν ένα παίγνιο δύο παιχτών όπου ο Ρ (η

κυβέρνηση) επιθυµεί να κάνει την πληρωµή (την αποτελεσµατικότητα εµβο-

λιασµού) όσο το δυνατόν µεγαλύτερη. Ο παίχτης Γ (η γρίπη) επιθυµεί να κάνει

την πληρωµή όσο το δυνατόν µικρότερη. Ο πίνακας είναι

Ios
1 2

Eµβoλ 1 0, 85 0, 7
2 0, 6 0, 9
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Ο πίνακας αυτός δεν έχει οµφαλικά σηµεία, οπότε εφαρµόζουµε το προηγού-

µενο Θεώρηµα.

p∗1 =
a22 − a21

a11 − a12 − a21 + a22

=
2

3
, p∗2 = 1− p∗1 =

1

3

q∗1 = 4/9, q∗2 = 5/9

E =
a11a22 − a12a21

a11 − a12 − a21 + a22

= 0.766

΄Αρα η ϐέλτιστη στρατηγική για την κυβέρνηση είναι να εµβολιάζονται τα 2/3

του πληθυσµού µε εµβόλιο 1 και 1/3 µε το 2. Οπότε το 76.7% του πληθυσµού

ϑα µπορεί να αντισταθεί στη γρίπη ανεξάρτητα από την κατανοµή των ιών.

Επίσης µια κατανοµή γρίπης 4/9 του ιού 1 και 5/9 του ιού 2 ϑα έχει σαν

αποτέλεσµα 76.7% αντίστασης του πληθυσµού, ανεξάρτητα από την στρατηγική

που ϑα ακολουθήσει η κυβέρνηση.

7.4 Παίγνια µη µηδενικού αθροίσµατος και το

δίληµµα του ϕυλακισµένου

∆ύο ύποπτοι (Α και Β) συλλαµβάνονται έξω από ένα κατάστηµα, το οποίο είχε

ληστευθεί. Οι ύποπτοι ανακρίνονται χωριστά και πιέζονται να οµολογήσουν.

Η κατάσταση εκτιµάται ως εξής :

1) Αν οµολογήσουν και οι δύο η ποινή που ϑα τους επιβληθεί ϑα είναι κανον-

ική (ϑεωρούµε ότι χάνουν 4 µονάδες ο καθένας).

2) Αν δεν οµολογήσουν ϑα καταδικαστούν µόνο για διαρρηκτικά εργαλεία

(κερδίζουν 1 µονάδα).

3) Αν ο ένας οµολογήσει και ο άλλος όχι, ο πρώτος ϑα αθωωθεί και ο δεύτερος

ϑα καταδικαστεί ϐαριά (10 και -6 αντίστοιχα).

Θα ϑεωρήσουµε το πρόβληµα σαν παίγνιο µε δυο παίχτες. ∆υο σ-

τρατηγικές υπάρχουν σ΄ αυτό το παίγνιο : 1 οµολογία και 2 άρνηση. Ο

πίνακας του ’παιγνίου’ είναι :

B1 B2

A1

−4
−4

−6
10

A2

10
−6

1
1

΄Οπως ϕαίνεται και από τον πίνακα, το παίγνιο αυτό δεν είναι µηδενικού

αθροίσµατος.

Η ϐέλτιστη στρατηγική είναι η 1-1 γιατί αν κάποιος αποφασίσει την 2 τότε
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υπάρχει ο κίνδυνος για 2-1 ή 1-2, δηλαδή µόνος του ϑα επιφέρει την κατασ-

τροφή του.

Αν οι παίχτες συνεργάζονταν ή διάβαζαν ο ένας τη σκέψη του άλλου, ϑα επέλ-

εγαν την 2-2. Κάθε ένας ϑα σκεφτόταν, όπως είναι αναµενόµενο σαυτές τις

περιπτώσεις, να εκµεταλλευτεί τον άλλο και να οµολογήσει ώστε να ελευθερ-

ωθεί. Επειδή, προφανώς, κανείς δεν εµπιστεύεται τον άλλο ϑα οδηγηθούν

στην 1-1.

Το ίδιο µοντέλο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τους εξοπλισµούς µεταξύ

Αµερικής και Ρωσίας. Κάθε υποψήφιος πρέπει να αποφασίσει για µείωση ή

αύξηση των εξοπλισµών. Αν αυξήσουν και οι δύο ϑα κερδίσουν περισσότερα

όπλα αλλά ϑα είναι οικονοµικά πιο αδύνατοι. Αν µειώσουν και οι δύο ϑα

αυξήσουν τα οικονοµικά για άλλες χρήσιµες κοινωνικές παροχές. Αν µόνο η

µια αυξήσει τότε ϑα έχει υπεροχή όπλων και ϑα µπορεί να επιβληθεί, λόγο

γοήτρου ή και ισχύος, και σε άλλους τοµείς.

Αυτό είναι µια απόδειξη του παραλόγου που επικρατεί µεταξύ οµάδων

ανθρώπων σε πολλές περιπτώσεις στη Ϲωή. Πόλεµος τιµών µεταξύ µεγάλων

εταιριών, ϐιοµηχανία και προστασία περιβάλλοντος κ. α.

Ερώτηση. Αν το παίγνιο επαναλαµβάνεται το ίδιο για αρκετές ϕορές τι

ϑα µπορούσαµε να προβλέψουµε· (΄Οπως το πρόβληµα των εξοπλισµών που

επαναλαµβάνεται κάθε χρόνο.)

7.5 Βέλτιστη στρατηγική για παίγνια µε δύο

παίχτες

Παράδειγµα 66 ΄Εστω ότι ο πίνακας παιγνίου δύο παιχτών είναι :

R\G 1 2 3
1 8 −4 3
2 4 1 2
3 −2 0 0

Εδώ υπάρχει σαγµατικό σηµείο το 2-2 µε τιµή 1. Είναι προφανές ότι ο Ρ

ϑέλει να αποφύγει την τρίτη επιλογή και ο Γ την τρίτη επίσης. Τότε ο πίνακας

ϑα γίνει (
8 −4
4 1

)
.

Πάλι ο Γ ϑα αποφύγει την πρώτη επιλογή οπότε ο πίνακας ϑα ελαττωθεί στον(
−4
1

)
.
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Προφανώς ο Ρ ϑα επιλέξει την δεύτερη επιλογή και ϑα κερδίσει 1 µονάδα.

Το 1 είναι το (2,2) στοιχείο του πίνακα και έχει την ιδιότητα να είναι ελάχιστο

στη γραµµή του και µέγιστο στη στήλη του.

Παράδειγµα 67 ΄Εστω ότι ο πίνακας του παιγνίου είναι 3 5 −2 −1
−2 4 −3 −4
6 −5 0 3

 .

Ο πίνακας αυτός δεν έχει σαγµατικό σηµείο και ϑα προσπαθήσουµε και εδώ να

ϐρούµε ποιές είναι ϐέλτιστες στρατηγικές. Προφανώς η δεύτερη επιλογή δεν

είναι καλή για τον Ρ οπότε ϑα πρέπει να την αποφύγει. Το ίδιο ισχύει για την

πρώτη για τον Γ . Ο πίνακας τώρα γίνεται :(
5 −2 −1
−5 0 3

)
.

Επίσης η τέταρτη επιλογή δεν είναι αποτελεσµατική για τον Γ . ΄Αρα(
5 −2
−5 0

)
είναι οι καλύτερες επιλογές για τους δύο παίχτες . Θα µπορούσαµε να µελετή-

σουµε επίσης τις (
−2 −1
0 3

)
.

Αν p είναι η πιθανότητα για την πρώτη επιλογή του Ρ και q για τον Γ τότε ο

πρώτος παίχτης ϑα έχει µέση τιµή

E = pq5− p(1− q)2− (1− p)q5 + (1− p)(1− q)0 δηλαδή

E = 12pq−2p−5q = 12p(q−1/6)−5q+5/6−5/6 = 12(p−5/12)(q−1/6)−5/6.

Αν p = 5/12 τότε ο Ρ χάνει 5/6 µονάδες . ΄Εστω ότι p > 5/12 τότε ο Γ µπορεί

να παίξει µε q < 1/6 οπότε να µεγαλώσει το κέρδος του. Αντίθετα αν p < 5/12
τότε ο Γ µε q > 1/6 µπορεί πάλι να µεγαλώσει το κέρδος του. Βλέπουµε λοιπόν

ότι η καλύτερη τιµή για τον Ρ είναι το - 5/6. Το οποίο επίσης είναι το καλύτερο

για τον Γ για τους ίδιους λόγους.

Στρατηγικές τέτοιου είδους ονοµάζονται µικτές στρατηγικές.

Σηµείωση: Σ΄ αυτήν την περίπτωση κάθε παίχτης έχει µόνο δύο σ-

τρατηγικές. Αν ένας παίχτης έχει περισσότερες τότε χρειαζόµαστε γραµµικό

προγραµµατισµό για την εύρεση της ϐέλτιστης.
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7.6 Μέθοδος εύρεσης ϐέλτιστης στρατηγικής

1) Εξετάζουµε για σαγµατικό σηµείο. Αν υπάρχει, το παίγνιο ϑα σταθεροποι-

ηθεί σ΄ αυτήν την τιµή.

2) Ελαττώνουµε τον πίνακα προσέχοντας ποιες στρατηγικές είναι ασύµ-

ϕορες για κάθε παίχτη µέχρι ο πίνακας να ελαττωθεί σε 2x2.

3) Μετά ϐρίσκουµε τη µικτή στρατηγική µε τις πιθανότητες.

7.7 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) ∆είξτε ότι τα στοιχεία της ϐέλτιστης στρατηγικής είναι αριθµοί αυστηρά

µεταξύ 0 και 1.

2) Κατασκευάστε ένα παίγνιο του οποίου η ϐέλτιστη στρατηγική δεν είναι

µοναδική.

3) ΄Εστω το ακόλουθο παίγνιο : Ο παίκτης Ρ έχει δύο τραπουλόχαρτα, έναν

µαύρο άσσο και ένα κόκκινο τρία. Ο Γ έχει ένα µαύρο δύο και ένα κόκκινο

τρία. Κάθε παίκτης διαλέγει µυστικά ένα από τα χαρτιά του. Αν και οι δύο

διαλέξουν το ίδιο χρώµα, τότε ο Γ πληρώνει τον Ρ όσο είναι το άθροισµα των

χαρτιών. Αν είναι διαφορετικού χρώµατος, ο Ρ πληρώνει τον Γ όσο είναι το

άθροισµα των χαρτιών. Βρείτε τη ϐέλτιστη στρατηγική για κάθε παίκτη και

την τιµή του παιγνίου.

4) ΄Εστω το ακόλουθο παίγνιο : ∆ύο παίκτες τραβούν (δείχνουν) ταυτό-

χρονα ένα ή δύο από τα δάκτυλά τους. Ας είναι ς το άθροισµα αυτών των

δακτύλων. Αν το ς είναι άρτιο, ο δεύτερος πληρώνει τον πρώτο όσο το ς, δι-

αφορετικά πληρώνει ο πρώτος. Βρείτε τις ϐέλτιστες στρατηγικές και την τιµή

του παιγνίου.

5) ΄Εστω ότι ο πίνακας ενός παιγνίου είναι ο ακόλουθος :

B1 B2 B3 B4

A1 2 −4 3 2
A2 −7 3 3 0
A3 0 −4 2 1
A4 1 −5 3 0

Βρείτε την καλύτερη στρατηγική για κάθε παίκτη και την τιµή του παιγνίου.

6) Το Υπουργείο Εσωτερικών επιθυµεί να χρηµατοδοτήσει τους δηµοσίους

υπαλλήλους εναντίον της διαφθοράς. Η διαφθορά εξαρτάται από δύο

ϐασικούς παράγοντες Α και Β (είναι ευνόητο ποιοί είναι αυτοί) και δεν εί-

ναι γνωστό το ποσοστό µε το οποίο αυτοί εµφανίζονται. Το Υπουργείο έχει

προτίνει δύο µέτρα αντιµετώπισης 1 και 2 µε διαφορετικές δράσεις εναντίον



64 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΑΙΧΝΙΩΝ

των δύο παραγόντων διαφθοράς. Το µέτρο 1 είναι 70% αποτελεσµατικό εναν-

τίον του πρώτου παράγοντα και 60% εναντίον του δευτέρου. Το µέτρο 2 είναι

60% αποτελεσµατικό εναντίον του πρώτου και 90% εναντίον του δευτέρου.

Ποιος είναι ο καλύτερος συνδιασµός εφαρµογής µέτρων·

7) ∆ύο εταιρείες τηλεφωνίας Ρ και Γ προγραµµατίζουν µια οικονοµοκή

προσφορά. Η Ρ έχει την επιλογή από τρία πακέτα και η Γ από τέσσερα.

Και οι δύο εταιρείες ανάθεσαν σε µια εταιρεία δηµοσκόπισης να τους δώ-

σει µια εκτίµηση της προτίµησης των πελατών (επί τοις εκατό ) για όλα τα

δυνατά Ϲεύγη πακέτων. Η εταιρεία τους έδωσε τον ακόλουθο πίνακα ο οποίος

εκφράζει την προτίµηση ως προς την Ρ.

R\G 1 2 3 4
1 70 30 40 65
2 80 85 55 70
3 80 55 45 40

Ποιο πακέτο ϑα δώσει το µεγαλύτερο ποσοστό σε κάθε σταθµό;



Κεφάλαιο 8

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΑ

ΜΟΝΤΕΛΑ

Στην ενότητα αυτή ϑα συζητήσουµε δύο οικονοµικά µοντέλα. Το µοντέλο

εσόδων-εξόδων (κλειστό µοντέλο) και το µοντέλο παραγωγής (ανοικτό µον-

τέλο), τα οποία µελετήθηκαν από τον νοµπελίστα οικονοµολόγο Leontief.
Αυτό το µοντέλο ϑεωρείται από τις µεγαλύτερες επιτυχίες των µαθηµατικών

στα οικονοµικά.

8.1 Μοντέλο Εσόδων - Εξόδων (Κλειστό)

Στο πρώτο µοντέλο η πρωταρχική ιδέα επικεντρώνεται στην ισορροπία µεταξύ

των εσόδων και εξόδων ενός συνόλου παραγωγικών µονάδων, όπως εργοστασί-

ων ή κατασκευαστών. Θα µπορούσε να παροµοιασθεί µε οικονοµίες χωρών οι

οποίες ϑεωρούνται αυτάρκεις. Μπορεί να ϑεωρηθεί ξεπερασµένο την εποχή

της παγκοσµιοποίησης αλλά ταυτόχρονα είναι πάντα επίκαιρο αν εκφράζει

τις παραγωγικές αλληλεπιδράσεις του πλανήτη µας.

Παράδειγµα 68 Τρείς ιδιοκτήτες διαµερισµάτων - ένας (Ξ )ξυλουργός, ένας

(Η) ηλεκτρολόγος και ένας (Υ) υδραυλικός - συµφώνησαν να επισκευάσουν

τα τρία σπίτια τους. Συµφώνησαν να δουλέψουν συνολικά δέκα ηµέρες ο

καθένας, σύµφωνα µε το επόµενο πρόγραµµα το οποίο εκφράζει τις ηµέρες που

εργάστηκε ο καθένας.

Eργασια/Σπιτι Ξ H Y
Ξ 2 4 4
H 1 5 4
Y 6 1 3

65
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Για λόγους ϕόρου, πρέπει να δηλώσουν και να πληρώσουν ο ένας τον

άλλο ένα λογικό ηµεροµίσθιο, ακόµα και για την δουλειά που προσφέρουν

στο ίδιο τους το σπίτι. Τα κανονικά ηµεροµίσθιά τους κυµαίνονται µεταξύ

100-150 ευρώ αλλά συµφώνησαν να πληρωθούν έτσι ώστε να µην Ϲηµιωθεί

κανείς. ∆ηλαδή όσα πληρώνει ο καθένας τόσα να κερδίζει.

΄Εστω p1 να είναι το ηµεροµίσθιο του ξυλουργού, p2 το ηµεροµίσθιο του

ηλεκτρολόγου και p3 το ηµεροµίσθιο του υδραυλικού. Για την ισορροπία των

εσόδων - εξόδων πρέπει :

Ξ 2p1 + p2 + 6p3 = 10p1

H 4p1 + 5p2 + p3 = 10p2

Y 4p1 + 4p2 + 3p3 = 10p3

Ισοδύναµα µπορούµε να γράψουµε: 0.8 −0.1 −0.6
−0.4 0.5 −0.1
−0.4 −0.4 0.7

  p1

p2

p3

 =

 0
0
0

 .

Τελικά η λύση δίνεται από τη σχέση

 p1

p2

p3

 = t

 31
32
36

 για κάθε πραγ-

µατικό αριθµό t ο οποίος ικανοποιεί τις απαιτούµενες συνθήκες.

Θα µπορούσαµε να αντικαταστήσουµε τους προηγούµενους τεχνίτες,

παραδείγµατος χάριν, µε εργοστάσια άνθρακος (κάρβουνου), ηλεκτρικής

ενέργειας και ατσαλιού.

Το προηγούµενο µοντέλο περιγράφει τα χαρακτηριστικά µιας κλειστής

οικονοµίας. Φυσικά αυτή την εποχή δεν είναι τόσο επίκαιρο όσο ήταν

παλαιότερα.

Παρατηρούµε ότι το άθροισµα των στηλών στον προηγούµενο πίνακα εί-

ναι 0 και το πρόβληµα είναι να ϐρεθούν λογικές τιµές ώστε το σύστηµα να

ϐρίσκεται σε ισορροπία.

Ας µελετήσουµε το πρόβληµα γενικά. ΄Εστω ένα οικονοµικό σύστη-

µα που αποτελείται από πεπερασµένο αριθµό διακεκριµένων ϐιοµηχανιών

: 1, 2, ..., k. Για κάποιο συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα, κάθε ϐιοµηχανί-

α παράγει ένα συγκεκριµένο προϊόν ή προσφέρει υπηρεσίες και αγοράζει

προϊόντα ή υπηρεσίες από τις άλλες. ΄Ενα σηµαντικό πρόβληµα είναι να ϐρε-

ϑούν κατάλληλες τιµές για τα k προϊόντα ώστε τα έσοδα κάθε ϐιοµηχανίας να

είναι ίσα µε τα έξοδα. Οι τιµές αυτές δίνουν µια κατάσταση ισορροπίας για

την οικονοµία.

΄Εστω pi να συµβολίζει την τιµή που χρεώνει η i ϐιοµηχανία για το σύνολο

του προϊόντος της. Με eij ϑα συµβολίζουµε το ποσοστό του j προϊόντος το

οποίο αγοράζει η i ϐιοµηχανία, δηλαδή τι ποσοστό j προϊόντος αγοράζει η i
ϐιοµηχανία για την παραγωγή της.
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Προφανώς ισχύουν οι εξής περιορισµοί :

pi ≥ 0, 1 ≥ eij ≥ 0, e1j + e2j + ... + ekj = 1

΄Εστω p =

 p1
.
.
.

pk

 και E =

 e11 . . . e1k
.
.
.

.

.

.

ek1 · · · ekk

 ο καλούµενος πίνακας

συναλλαγής.

Για το προηγούµενο παράδειγµα ο πίνακας συναλλαγής είναι E = 0.2 0.1 0.6
0.4 0.5 0.1
0.4 0.4 0.3

. ∆ηλαδή ο πίνακας του προηγουµένου παραδείγµατος

αφού όλα τα στοιχεία του διαιρεθούν µε 10.

Σύµφωνα µε την υπόθεση του µοντέλου πρέπει

Ep = p ⇐⇒ (I − E)p = 0̄

και τότε υπάρχει µη τετριµµένη λύση, αν η ορίζουσα του πίνακα I − E είναι

µηδέν και η λύση πρέπει να είναι µη-αρνητική. Σηµειώνουµε ότι p είναι

ιδιοδιάνυσµα του πίνακα E για την ιδιοτιµή 1.

Υπενθυµίζουµε ότι ένας πίνακας A είναι µη αρνητικός, αν κάθε στοιχείο

του είναι µη αρνητικό. Συµβολικά: A ≥ 0. Και ϑετικός, αν κάθε στοιχείο

του είναι ϑετικό.

Επίσης λέµε ότι A > B ή A ≥ B αν A−B > 0 ή A−B ≥ 0.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα παρέχει αναγκαίες συνθήκες ώστε το σύστηµα να

έχει κατάσταση ισορροπίας και η οικονοµία να είναι ανεξάρτητη.

Θεώρηµα 69 ΄Εστω E ένας πίνακας συναλλαγής ώστε για κάποιο ϕυσικό

m, όλα τα στοιχεία του πίνακα Em
είναι ϑετικά. Τότε υπάρχει ακριβώς µια

γραµµικά ανεξάρτητη λύση της εξίσωσης (I − E)p = 0̄ και όλες οι τιµές της

είναι ϑετικές.

Σχόλιο 70 Ουσιαστικά το προηγούµενο είναι µια ειδική περίπτωση µιας δι-

αδικασίας Markov όπου ο E είναι ο πίνακας µετάβασης του συστήµατος και

p η κατάσταση ισορροπίας. Εδώ ϕυσικά κάθε πολλαπλάσιο της λύσης, είναι

επίσης αποδεκτή λύση.

Παράδειγµα 71 (Συνέχεια) Ο πίνακας E =

 0.2 0.1 0.6
0.4 0.5 0.1
0.4 0.4 0.3

 είναι ϑετικός

και σύµφωνα µε το ϑεώρηµα υπάρχει p > 0̄ ώστε (I − E)p = 0̄.
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8.2 Μοντέλο Παραγωγής (Ανοικτό)

Η διαφορά µε το προηγούµενο µοντέλο είναι ότι η παραγωγή δεν µοιράζε-

ται µόνο µεταξύ των ϐιοµηχανιών παραγωγής αλλά ικανοποιεί και κάποια

Ϲήτηση. Στο ανοικτό µοντέλο οι τιµές είναι σταθερές και το πρόβληµα είναι

να ϐρεθούν τα ποσοστά παραγωγής ώστε να ικανοποιείται η Ϲήτηση. Εδώ

υποθέτουµε ότι όλες οι ποσότητες ϑα εκφράζονται σε χρήµατα.

΄Εστω xi να εκφράζει την τιµή του συνόλου του i προϊόντος,

di την τιµή του i προϊόντος για να ικανοποιήσει τη Ϲήτηση, και

cij την τιµή του i προϊόντος που χρειάζεται η j ϐιοµηχανία για να παράγει

προϊόντα αξίας µιας µονάδας. ∆ηλαδή πόσο πληρώνει η j ϐιοµηχανία στην

i για να παράγει προϊόντα αξίας µιας µονάδας.

΄Εστω X = (x1, ..., xk) να είναι το διάνυσµα παραγωγής, d = (d1, . . . , dk)
το διάνυσµα Ϲήτησης, και ο πίνακας κατανάλωσης

C =

 c11 . . . c1k
.
.
.

.

.

.

ck1 · · · ckk


Επίσης ισχύει ότι X, C, και d ≥ 0̄.

Προφανώς πρέπει να ισχύει ότι d = X − CX = (I − C)X. Το πρόβληµα

σ΄ αυτό το µοντέλο είναι να ϐρεθεί το X όταν δίνονται τα d και C.

Παράδειγµα 72 Μια πόλη έχει τρεις ϐιοµηχανίες : µια εξόρυξης άνθρακα,

µια παραγωγής ϱεύµατος και ένα τοπικό σιδηρόδροµο. Για την εξόρυξη 1 εκ.

άνθρακα πρέπει να πληρωθούν 0.25 εκ. για ϱεύµα και 0.25 εκ. για µεταφορά.

Για παραγωγή 1 εκ. ϱεύµατος, πρέπει να αγορασθούν 0.65 εκ. κάρβουνο 0.25

εκ. ϱεύµα και 0.05 εκ. για µεταφορά . Για να προσφερθούν 1 εκ. µεταφορικές

υπηρεσίες, πρέπει να αγορασθούν 0.55 εκ. κάρβουνο και 0.1 εκ. ϱεύµα. Αν το

ορυχείο δεχθεί παραγγελία 50.000 εκ. άνθρακα από κάποια αγορά, η εταιρεία

ϱεύµατος 25.000 εκ. για ϱεύµα από άλλη πόλη, πόση ϑα πρέπει να είναι η

παραγωγή των τριών εργοστασίων ώστε να εκπληρωθούν όλες οι παραγγελίες.

΄Εστω x1 να είναι η τιµή συνολικής παραγωγής του ορυχείου, x2 η τιµή

ϱεύµατος, και x3 η τιµή προσφοράς υπηρεσιών από το σιδηρόδροµο.

Ο πίνακας κατανάλωσης είναι C =

 0 0.65 0.55
0.25 0.25 0.1
0.25 0.05 0

. Επίσης έ-

χουµε

(I − C)X = d = (50000, 25000, 0)t

X = (I − C)−1d = (102087, 56163, 28330)t.
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Σχόλιο 73 Αν ο (I−C) είναι αντιστρέψιµος και µη αρνητικός επειδή και d ≥ 0̄,

ϑα πρέπει X ≥ 0̄. ∆ηλαδή κάθε απαίτηση ϑα µπορεί να ικανοποιηθεί.

Ο πίνακας C είναι ένας ενδοµορφισµός του χώρου Banach Rn
και αν

ορίσουµε τη µη-γραµµική απεικόνιση Ax = d + Cx τοτε η Ϲητούµενη λύση

είναι ένα σταθερό της σηµείο. Αποδεικνύεται στη συναρτησιακή ανάλυση

(η συγκεκριµένη απόδειξη είναι εύκολη και προτείνεται σαν άσκηση) ότι αν

||C|| < 1 τότε η προηγούµενη απεικόνιση έχει σταθερό σηµείο το οποίο δίνε-

ται σαν το όριο της ακολουθίας του Neumann:

∞∑
i=0

Cid.

Το πρόβληµα σάυτά τα µοντέλα είναι η συνθήκη της νόρµας.

Σηµειώνουµε επίσης ότι αν ο C ήταν ορισµένος στο µιγαδικό χώρο Cn
,

δηλαδή ένα διάνυσµα µε µιγαδικές συνιστώσες είναι επιτρεπτό, τότε το

πρόβληµα ϑα είχε λύση αν και µόνο αν οι ιδιοτιµές του C ϐρίσκονταν µέ-

σα στο µοναδιαίο δίσκο του µιγαδικού επιπέδου.

Ορισµός 74 ΄Ενας πίνακας κατανάλωσης C καλείται παραγωγικός αν (I −
C)−1

υπάρχει και είναι µη αρνητικός.

Το πρόβληµα λοιπόν µεταφέρεται στην εύρεση κριτηρίων ώστε ένας πί-

νακας κατανάλωσης να είναι παραγωγικός.

Θεώρηµα 75 ΄Ενας πίνακας κατανάλωσης C είναι παραγωγικός αν και µόνο

αν υπάρχει διάνυσµα παραγωγής X ώστε X ≥ 0̄ µε X 6= 0̄ και X > CX .

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα αποδεικνύεται ακολουθώντας τα επόµενα ϐήµα-

τα :

’=⇒’ ΄Εχουµε ότι υπάρχει ο (I − C)−1
και (I − C)−1 ≥ 0 (ϑέλουµε να

δείξουµε ότι υπάρχει X > 0̄ µε X > CX.

Ας υποθέσουµε ότι για κάθε X ≥ 0̄ έχουµε CX ≥ X και X 6= 0̄, τότε

0̄ ≥ (I−C)X =⇒ 0̄ ≥ (I−C)X = Y =⇒ 0̄ ≥ X = (I−C)−1Y.

΄Αρα X = 0̄. Το οποίο είναι άτοπο.

’⇐=’ 1) Αν υπάρχει X ≥ 0̄ µε CX < X, τότε X > 0̄. ∆ιοτί αν xi = 0,

τότε το µηδέν ϑα είναι µεγαλύτερο του i-στοιχείου του CX το οποίο είναι

µεγαλύτερο ή ίσον µε µηδέν (ο C είναι πίνακας κατανάλωσης).

2) ΄Εστω η απεικόνιση F (t) = tX − CX. Η F είναι συνεχής µε F (0) < 0̄
και F (1) > 0̄. ΄Αρα υπάρχει λ ώστε 0 < λ < 1 και CX < λX.

3) Από την προηγούµενη σχέση έχουµε ότι CnX < λCn−1X < ... < λnX.

4) Επειδή 0 < λ < 1 και X > 0̄ έχουµε ότι Cn → 0.

5) Η αντίστοιχη ταυτότητα για τους πραγµατικούς αριθµούς ισχύει και

στους πίνακες : (I − C)(I + C + C2 + ... + Cn−1) = I − Cn
.
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6) Ας πάρουµε το όριο της προηγούµενης σχέσης το οποίο προφανώς

υπάρχει. Τότε ϑα έχουµε ότι υπάρχει S = lim(I + C + ... + Cn−1) και

(I − C)S = I.

7) Επίσης ισχύει ότι S ≥ 0̄ και (I − C)S = I.

8) ΄Αρα S = (I − C)−1
και ο C είναι παραγωγικός πίνακας κατανάλωσης.

Το Θεώρηµα µας λεει ότι υπάρχει κάποια παραγωγή ώστε κάθε ϐιο-

µηχανία παράγει περισσότερο από ότι καταναλώνει. Κάτι δηλαδή το οποίο

είναι τελείως ϕυσικό στην οικονοµία. Ζητούµε λοιπόν να υπάρχει ο (I−C)−1

και να είναι ϑετικός. Αυτό εξαρτάται από την κυριαρχούσα ιδιοτιµή του

C, η οποία ϑα πρέπει να είναι µικρότερη της µονάδας. ΄Εστω ότι υπάρχει ο

(I−C)−1
, τότε αν η κυριαρχούσα ιδιοτιµή του C είναι λ ( οποία είναι ϑετική),

του πίνακα (I−C)−1
είναι 1/(1−λ). Επίσης ϑετική, και έχουν το ίδιο ϑετικό

ιδιοδιάνυσµα. Cu = λu ⇒ u − Cu = u − λu ⇒ (I − C)u = (1 − λ)u και

λ 6= 1. ΄Αρα (I − C)−1u = (1− λ)−1u.

Επιγραµµατικά:

Εάν λ > 1, ο (I − C)−1
δεν είναι µη αρνητικός.

Εάν λ = 1, ο (I − C)−1
δεν υπάρχει.

Εάν λ < 1, ο (I − C)−1
είναι άθροισµα µη αρνητικών πινάκων από

το 6).

Πόρισµα 76 ΄Ενας πίνακας κατανάλωσης C είναι παραγωγικός αν το άθροισ-

µα κάθε γραµµής του είναι µικρότερο από ένα: C1 < 1 όπου 1 είναι ο πίνακας

στήλη µε στοιχεία µονάδες.

Απόδειξη. ΄Εστω X = (1, ..., 1)t
και C =

 c11 . . . c1k
.
.
.

.

.

.

ck1 · · · ckk

 µε

k∑
i=1

cji < 1.Τότε CX = (Σc1j, ..., Σckj)
t < (1, ..., 1)t = X.

Πόρισµα 77 ΄Ενας πίνακας κατανάλωσης C είναι παραγωγικός, αν το άθρο-

ισµα κάθε στήλης είναι µικρότερο από ένα: 1tC < 1t
όπου 1 το διάνυσµα µε

στοιχεία µονάδες.

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε γνωστές σχέσεις από τη γραµµική άλγεβρα.

ι) (AB)t = BtAt
.

ιι) (AA−1)t = I t = I =⇒ (A−1)tAt = I =⇒ (A−1)t =
(At)−1

.

ιιι) |A| = |At|.
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Ο Ct
έχει το άθροισµα κάθε γραµµής µικρότερο από τη µονάδα. ΄Αρα

σύµφωνα µε το προηγούµενο πόρισµα ισχύει ότι υπάρχει ο (I − Ct)−1
και

είναι µη αρνητικός.

((I − C)t)−1 = ((I − C)−1)t =⇒ ∃(I − C)−1.

΄Εχουµε ήδη ορίσει τη νόρµα ||A|| ενός πίνακα A η οποία ορίζεται µε

πολλούς τρόπους : Υπενθυµίζουµε ότι είναι το µικρότερο ϕράγµα ώστε να

ισχύει η επόµενη ανίσωση για κάθε διάνυσµα x

||A|||x| ≥ |Ax|
Εδώ η νόρµα του x ορίζεται ανάλογα. Είναι γνωστό ότι η λέξη νόρµα

χρησιµοποιείται για να δηλώσει το µέγεθος κάποιας µαθηµατικής έννοιας.

Για τους αριθµούς είναι η απόλυτη τιµή ενώ για τα διανύσµατα x συνήθως

παίρνουµε την Ευκλείδια νόρµα |x| η οποία έχει πολλές γεωµετρικές ιδιότητες

|x| =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n.

∆υστυχώς η προηγούµενη νόρµα για έναν πίνακα A είναι πολύ δύσκο-

λο να υπολογισθεί στην πράξη εκτός από µεµονωµένα παραδείγµατα. Για

τον λόγο αυτό χρησιµοποιούµε, όπως έχουµε δει προηγουµένως, τη νόρµα

αθροίσµατος ενός διανύσµατος x ως εξής :

|x|1 =
∑

i

|xi|

Κατά συνεπείαν ορίζεται και η νόρµα αθροίσµατος ||A||1 ενός πίνακα A
όπως προηγουµένως. Για την καινούργια νόρµα έχουµε ήδη δείξει ότι ισχύει :

Πρόταση 78 ||A||1 = max{|a(c)
j |1 | n ≥ j ≥ i} όπου a

(c)
j είναι η j

στήλη του A .

Επανερχόµαστε τώρα στο ανοικτό µοντέλο του Leontief. Σύµφωνα µε τα

τελευταία πορίσµατα ισχύει ότι, αν ο C είναι ο πίνακας παραγωγής, τότε το

µοντέλο ϑα έχει πάντα λύση, αν ||C||S < 1 .

Λήµµα 79 ΄Εστω C ένας πίνακας ώστε ||C|| < 1 (µε οποιαδήποτε νόρµα). Τότε

(I − C)−1 =
∑
k=0

Ck = I + C + C2 + ...

Απόδειξη. Προφανώς η πρόταση που εκφράζει το λήµµα είναι γενίκευση

της γνωστής γεωµετρικής σειράς 1/(1− a) = 1 + a + a2 + ... Η προηγούµενη
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σειρά συγκλίνει µόνο όταν |a| < 1 . Επειδή ισχύει ότι ||C|| < 1 ϑα έχουµε

ότι |cij| < 1 για κάθε i, j. Επίσης ||C||k ≥ ||Ck||, και ||C||k → 0 και αυτό

σηµαίνει ότι κάθε στοιχείο του Ck
συγκλίνει στο 0 . ΄Αρα στην πράξη αρκεί να

υπολογίσουµε µέχρι κάποια δύναµη του C γιατί οι υπόλοιπες δυνάµεις είναι

σχεδόν µηδενικοί πίνακες. Με αυτόν τον τρόπο µπορούµε να πούµε ότι

(I − C)−1 ≈ I + C + ... + Ck

για κάποιο k ανάλογα µε το επιθυµητό σφάλµα.

8.3 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Τρεις µηχανικοί (ένας πολιτικός, Π, ένας ηλεκτρολόγος, Η και ένας

µηχανολόγος, Μ) έχουν ο κάθε ένας ένα τεχνικό γραφείο. Αυτοί κάνουν

µελέτες και για τις τρεις ειδικότητες, αγοράζοντας υπηρεσίες ο ένας από τον

άλλο. Για υπηρεσίες 1000 ευρώ του Π χρειάζεται 100 ευρώ υπηρεσίας του

Η και 300 ευρώ από τον Μ . Για 1000 ευρώ του Η χρειάζονται 200 από τον

Π και 400 από τον Μ . Και για 1000 ευρώ του Μ χρειάζονται 300 από τον Π

και 400 από τον Η . Κάποια εβδοµάδα ο Π ανέλαβε υπηρεσίες 500.000, ο Η

700.000 και ο Μ 600.000. Πόση είναι η καθαρή αµοιβή του καθενός;

2) Η οικονοµία µιας πόλης στηρίζεται στις εξής ϐιοµηχανίες : µια

ενέργειας, Ε, µια κατασκευών, Κ, µια µεταφορών, Μ, και µια σιδήρου, Σ.

Ο πίνακας κατανάλωσης των προηγουµένων ϐιοµηχανιών δίνεται ως ακολού-

ϑως:

E K M Σ
E 0.4 0.3 0.2 0
K 0.2 0.3 0.2 0.1
M 0.2 0.2 0 0.1
Σ 0.2 0.1 0.1 0

Αν η εξωτερική Ϲήτηση για κάποια συγκεκριµένη περίοδο είναι 100, 50,

100, και 0 αντίστοιχα, πόση πρέπει να είναι η συνολική παραγωγή για κά-

ϑε εργοστάσιο; (χρησιµοποιήστε επαναληπτική µέθοδο για την εύρεση της

λύσης.)

3) ΄Εστω το σύστηµα AX = d όπου A =

 9 −3 4
4 3 8
−3 10 −3

 και d =

(10, 20, 30)t
. Εξετάστε αν το σύστηµα έχει λύση χωρίς να χρησιµοποιήσετε

ορίζουσες παρά µόνο προσθέσεις και πολλαπλασιασµούς πινάκων.
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4) ∆είξτε ότι ένας πίνακας κατανάλωσης C σε ένα ανοικτό µοντέλο είναι

παραγωγικός για κάθε διάνυσµα Ϲήτησης d, αν ||C||S < 1.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ - ΑΣΚΗΣΗ: ΄Εστω γραµµή παραγωγής η οποία αποτελείται

από τρείς µονάδες : 1, 2, και 3. Σε κάθε µονάδα χρόνου (t ώρες) τα προιόντα

κινούνται από την 1 στην 2 στην 3 και µετά πακετάρονται. Πρώτες ύλες για

την παραγωγή c προιόντων παρέχονται στην 1 κάθε µονάδα χρόνου. Από την

1, το 90% των προιόντων προωθούνται στην 2. Από την 2, το 52% επιστρέφουν

στην 1 (ελαττωµατικά) και τα υπόλοιπα προωθούνται στην 3. Από την 3,

το 20% επιστρέφει στην 1 και τα υπόλοιπα πακετάρονται. Βρείτε την τιµή

του c ώστε 100 προιόντα να πακετάρονται κάθε χρονική µονάδα. Μπορείτε

να ϐρείτε µετά από πόσες µονάδες χρόνου η παραγωγή ϑα είναι περίπου

σταθερή;

Σχήµα 8.1:

 

 

 

1 2 3 

c 0.9 

0.52 

0.2 

0.48 0.8 

΄Εστω x
(n)
i ο αριθµός προιόντων στη µονάδα i = 1, 2, 3 την χρονική περίοδο

tn. Τότε

x
(n+1)
1 = 0.52x

(n)
2 + 0.2x

(n)
3 + c

x
(n+1)
2 = 0.9x

(n)
1

x
(n+1)
3 = 0.48x

(n)
2

⇒

x(n+1) =

 0 0.52 0.2
0.9 0 0
0 0.48 0

x(n) + c

 1
0
0

 = Cx(n) + cε1.

∆ηλαδή, x(n) = Cnx(0) + (I + C + C2 + · · ·+ Cn−1)cε1.

Γνωρίζουµε ότι ||C|| ≥ |λi| και επειδή ||C||1 < 1, έχουµε ότι |λi| < 1.

Επίσης, για X =

 1
1
1

 ⇒ X > CX ⇒ ∃(I − C)−1
και Cn → 0. ΄Αρα, για

µεγάλο n έχουµε:

x(n) ≈ (I + C + C2 + · · ·+ Cn−1)cε1 ≈ (I − C)−1cε1.
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Με υπολογισµούς ϐρίσκουµε ότι :

(I − C)−1 =

 2. 244 2 1. 382 4 0. 448 83
2. 019 7 2. 244 2 0. 403 95
0. 969 48 1. 077 2 1. 193 9

 .

Επίσης, για n = 10 : (I + C + C2 + · · ·+ Cn−1) ≈

 2.148 1.3 0.423
1. 9 2.15 0.374
0.9 1.01 1.175

.



Κεφάλαιο 9

ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΞΕΛΙΞΗΣ

ΠΛΗΘΥΣΜΟΥ

9.1 ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΞΕΛΙΞΗΣ ΠΛΗΘΥΣΜΟΥ

Είναι γνωστό ότι οι αρκούδες στην οροσειρά της Πίνδου είναι προστατευόµενο

είδος. Γνωστό είναι επίσης ότι ο πληθυσµός τους ελαττώνεται λόγω λαθρο-

ϑηρίας και δηλητηριασµού τους. Αν γνωρίζουµε τον συνολικό πληθυσµό

τους µπορούµε να ϐρούµε µέχρι πόσες αρκούδες µπορούν να αφαιρούνται

(για οποιονδήποτε λόγο) κάθε χρόνο ώστε να συνεχίσουν να αναπτύσσονται

χωρίς κίνδυνο εξαφάνισης;
Με το πρόβληµα της εξέλιξης πληθυσµών ϑα ασχοληθούµε σ΄ αυτό το µον-

τέλο. Το πιο συνηθισµένο µοντέλο εξέλιξης πληθυσµού που χρησιµοποιείται

στη δηµογραφία είναι το µοντέλο του Leslie (1940) και περιγράφει την εξέλιξη

ενός ϑηλυκού πληθυσµού. Ο ϑηλυκός πληθυσµός διαιρείται σε κλάσεις η-

λικίας ίσης διαρκείας. Αν η µεγίστη ηλικία του συγκεκριµένου είδους είναι

L χρόνια και τη χωρίσουµε σε n κλάσεις τότε κάθε κλάση έχει L/n χρόνια

διάρκεια.

Kλασεις ∆ιαστηµατα
1 [0, L/n)
2 [L/n, 2L/n)
.
.
.

.

.

.

n [(n− 1)L/n, L]

΄Εστω ότι αρχικά (t = 0) γνωρίζουµε τον αριθµό των ϑηλυκών για κάθε

75
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κλάση.

x(0) =

 x
(0)
1
.
.
.

x
(0)
n

 .

Εδώ το x
(0)
i εκφράζει τον αριθµό των ϑηλυκών στην κλάση i.

Το x(0)
καλείται διάνυσµα αρχικής κατανοµής ηλικίας. Τα x

(k)
i αλλάζουν

για τρεις λόγους : γέννες, ϑανάτους, γήρανση. Το πρόβληµα είναι να προβ-

λέψουµε µετά από αρκετό καιρό την κατανοµή της ηλικίας.

Μελετάµε το µοντέλο σε διακριτό χρόνο t0, t1, t2,...,tn ώστε

t0 = 0, t1 = L/n, t2 = 2L/n, ...., tk = kL/n.

α) Γεννήσεις

Το ai ϑα συµβολίζει τον µέσο όρο αριθµού των ϑηλυκών απογόνων που

γεννούνται από ένα ϑηλυκό οργανισµό που ανήκει στην i κλάση.

Κάθε κλάση για την οποία η αντίστοιχη τιµή είναι ϑετική καλείται κλάση

γονιµοποίησης.

ϐ) Θάνατοι

Το bi ϑα συµβολίζει το µέρος των γυναικών στην i κλάση που αναµένεται

να επιζήσουν.

Προφανώς πρέπει να ισχύει ότι ai ≥ 0, 1 ≥ bi > 0 και bn = 0.

΄Εστω x(k) =

 x
(k)
1
.
.
.

x
(k)
n

 να είναι το διάνυσµα κατανοµής στη χρονική

περίοδο [tk, tk+1). ∆ηλαδή το x
(k)
i να εκφράζει τον αριθµό ϑηλυκών στην i

κλάση την περίοδο tk.

Σκοπός µας είναι να µελετήσουµε πως διαµορφώνεται αυτό το διάνυσµα

στο χρόνο. Ας αρχίσουµε από τα µικρότερα σε ηλικία µέλη του πληθυσµού,

δηλαδή αυτά που ανήκουν στο διάστηµα [0, L/n).

Το x
(k)
1 εκφράζει τον αριθµό ϑηλυκών που γεννήθηκαν µεταξύ tk−1 και tk.

΄Αρα ϑα δίνεται από την εξής ποσότητα:

x
(k)
1 = a1x

(k−1)
1 + a2x

(k−1)
2 + · · · anx

(k−1)
n .

Ο αριθµός των ϑηλυκών στην (i + 1) κλάση στην περίοδο [tk, tk+1) είναι

αυτά που ήταν στην κλάση i στην περίοδο [tk−1, tk) και είναι ακόµη εν Ϲωή:

x
(k)
i+1 = bix

(k−1)
i , i = 1, ..., n− 1
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Μπορούµε να περιγράψουµε όλες τις προηγούµενες πληροφορίες υπό

µορφή πινάκων ως εξής :

 x
(k)
1
.
.
.

x
(k)
n

 =


a1 a2 a3 · · · an−1 an

b1 0 0 · · · 0 0
0 b2 0 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 0 · · · bn−1 0


 x

(k−1)
1
.
.
.

x
(k−1)
n

 .

Ο προηγούµενος πίνακας καλείται πίνακας του Leslie και η κατανοµή

του πληθυσµού δίνεται ως ακολούθως.

x(k) = Lx(k−1) = Lkx(0).

Παράδειγµα 80 Σε ένα πληθυσµό Ϲώων η µεγαλύτερη ηλικία για τα ϑήλυκα

είναι 15 χρόνια και χωρίζεται σε τρεις ίσες κλάσεις. Αν ο πίνακας του Leslie
είναι

L =

 0 4 3
1/2 0 0
0 1/4 0


και η αρχική κατανοµή x

(0)
1 = x

(0)
2 = x

(0)
3 = 1000. Να ϐρεθεί η κατανοµή του

πληθυσµού µετά 15 χρόνια.

Λύση 81 x(0) =

 1000
1000
1000

, σε 5 χρόνια x(1) = Lx(0) =

 7000
500
250

, σε 10

χρόνια x(2) = Lx(1) =

 2750
3500
125

, σε 15 χρόνια x(3) = Lx(2) =

 14 375
1375
875

.

9.2 Εξέλιξη Πληθυσµού

Θα µελετήσουµε στη συνέχεια τη συµπεριφορά της κατανοµής στο χρόνο.

Η συµπεριφορά αυτή σχετίζεται µε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του

πίνακα του Leslie. Θα εξετάσουµε λοιπόν το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

ενός πίνακα Leslie.

ρ(λ) = |λI−L| = λn−a1λ
n−1− (a2b1)λ

n−2− (a3b1b2)λ
n−3− ...− (anb1...bn−1)

Για τις ιδιοτιµές λi ισχύει ρ(λi) = 0.
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΄Εστω το πολυώνυµο

q(λ) = 1− ρ(λ)

λn
, λ 6= 0

q(λ) =
a1

λ
+

a2b1

λ2
+ · · · anb1 · · · bn−1

λn

Επειδή ai, bi ≥ 0, αν λ > 0, τότε η συνάρτηση q(λ) είναι ϕθίνουσα και

limq(λ) = 0 για λ→∞. Επίσης, limq(λ) =∞ για λ→ 0. Επίσης η πρώτη

παράγωγος δεν µηδενίζεται και q′(λ1) < 0. Αρα ∃λ1, ώστε q(λ1) = 1. ∆ηλαδή

η ϱίζα λ1 είναι ιδιοτιµή του πίνακα Leslie. Αν η λ1 δεν ήταν απλή ϱίζα, τότε

q′(λ1) = 0 το οποίο είναι αδύνατο.

΄Εστω u1 ένα ιδιοδιάνυσµα της λ1. Τότε

Lu1 = λ1u1 ⇔ (λ1I − L)u1 = 0̄

και το οµογενές σύστηµα έχει µη τετριµµένη λύση. Μία από αυτές τις λύσεις

είναι η

u1 =


1

b1/λ1

b1b2/λ
2
1

.

.

.

b1 · · · bn−1/λ
n−1
1

 .

Κάθε άλλη λύση είναι πολλαπλάσιο του u1.

΄Εχουµε αποδείξει λοιπόν το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 82 ΄Ενας πίνακας Leslie έχει µοναδική ϑετική ιδιοτιµή λ1 και ένα

ιδιοδιάνυσµα της u1 έχει όλες τις συντεταγµένες του ϑετικές.

Το επόµενο ϑεώρηµα παίζει ϐασικό ϱόλο στα µοντέλα Leslie διότι

αποδεικνύει ότι η προηγούµενη ιδιοτιµή είναι η κυριαρχούσα.

Θεώρηµα 83 Αν λ1 είναι η µοναδική ϑετική ιδιοτιµή του L και λi είναι

οποιαδήποτε άλλη πραγµατική ή µιγαδική τότε λ1 ≥ |λi|.

Απόδειξη. ΄Εστω το πολυώνυµο q(x) = c1x
−1 + c2x

−2 + ... + cnx
−n

, µε

πραγµατικούς ϑετικούς συντελεστές ci, για το οποίο ισχύει ότι q(λi) = 1 όπως

προηγουµένως. Ας υποθέσουµε ότι n = 2m. ΄Εστω

O(x) = c1x
−1 + c3x

−3 + ... + c2m−1x
−2m+1

και

E(x) = c2x
−2 + c4x

−4 + ... + c2mx−2m.
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Τότε q(x) = O(x) + E(x) και έστω ότι η µεταβλητή x λαµβάνει αρνητικές

τιµές, x < 0. Ισχύει ότι E(λ1) = E(−λ1) < 1 και O(−λ1)+E(−λ1) < 1. ΄Αρα

η τιµή −λ1 δεν είναι ιδιοτιµή. Ενώ q(x)→∞ όταν x→ 0−. ΄Εχουµε λοιπόν

ότι ∃x0 ώστε O(x0) + E(x0) = 1 για −λ1 < x0 < 0. ΄Εστω ότι x1 < −λ1. Τότε

E(x1) < E(−λ1) και O(x1) > O(−λ1). ΄Αρα −O(x1) < −O(−λ1). Τελικά

−O(x1) + E(x1) < −O(−λ1) + E(−λ1) = O(λ1) + E(λ1) = 1

και O(x1) + E(x1) < −O(x1) + E(x1) < 1.

Αν ∃x0 ώστε x0 < 0 και q(x0) = 1, τότε πρέπει −λ1 < x0 < 0. ∆ηλαδή

|x0| < λ1. ΄Εστω τώρα λ1 ∈ C και q(λi) = 1. ΄Εστω λi = r(cos θ + i sin θ), τότε

q(λi) =
c1

r
cos θ +

c2

r2
cos2θ + ... +

cn

rn
cosnθ −

i(
c1

r
sinθ +

c2

r2
sin2θ + ... +

cn

rn
sinnθ) = 1

και
c1
λ1

+ · · · cn

λn
1

= 1. ΄Αρα

c1(
1

r
cos θ − 1

λ1

) + ... + cn(
1

rn
cos nθ − 1

λn
1

) = 0.

Αν λ1 < r τότε και η προηγούµενη ισότητα ϑα ήταν λάθος. ΄Αρα λ1 ≥ r = |λi|.

Παράδειγµα 84 ΄Εστω ότι ο πίνακας Leslie ενός πληθυσµού είναι

L =

 0 0 6
1/2 0 0
0 1/3 0


Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του L είναι λ3−1. ΄Αρα λ1 = 1, λ2 = −1

2
+ i

√
3

2

και λ3 = −1
2
− i

√
3

2
. Προφανώς |λi| = 1 και µια από αυτές είναι ϑετική. Για

αυτόν τον πίνακα ισχύει ότι L3 = I δηλαδή

x(0) = x(3) = x(6) = ... = x(k) = ...

Το διάνυσµα κατανοµής πληθυσµού σ΄ αυτή την περίπτωση είναι περιοδικό µε

περίοδο 3 κλάσεις.

Πρόβληµα 85 Πότε |λi| < λ1 για όλες τις µη ϑετικές ή µιγαδικές ιδιοτιµές ενός

πίνακα Leslie;

Το επόµενο ϑεώρηµα το οποίο δίνεται χωρίς απόδειξη απαντά στο πρόβλη-

µα αυτό.
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Θεώρηµα 86 Αν δύο διαδοχικές τιµές ai και ai+1 της πρώτης γραµµής ενός

πίνακα Leslie είναι µη-µηδενικές, τότε ισχύει ότι λ1 > |λi| για λ1 ϑετική ιδιοτιµή

και λi οποιαδήποτε άλλη.

΄Εστω ότι ο L ικανοποιεί τη συνθήκη του προηγουµένου ϑεωρήµατος και

είναι διαγωνοποιήσιµος. ΄Εστω οι ιδιοτιµές του L να είναι λ1, λ2, ..., λn, µε

λ1 > 0 και λi όχι απαραίτητα όλες διαφορετικές. ΄Εστω P ο πίνακας που έχει

στήλες τα ιδιοδιανύσµατα v1, ..., vn. Τότε ισχύει ότι

L = P

 λ1 0
. . .

0 λn

 P−1 και Lk = P

 λk
1 0

. . .

0 λk
n

 P−1.

΄Αρα

Lkx(0) = P

 λk
1 0

. . .

0 λk
n,

 P−1x(0) και x(k) = Lkx(0)

(
1

λk
1

)x(k) = P


1 0 ... 0
0 (λ2

λ1
)k ... 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 · · · 0 (λn

λ1
)k

 P−1x(0).

Επειδή | λi

λ1
| < 1 ισχύει ότι ( λi

λ1
)k → 0. ∆ηλαδή

lim
k→∞

(
1

λ1

)kx(k) = P

 1 0
.
.
. 0

.

.

.

0 0

 P−1x(0).

΄Εστω η πρώτη συντεταγµένη του P−1x(0)
να είναι ο αριθµός c. Επίσης

P

 1 0
.
.
. 0

.

.

.

0 0

 = (v1, 0, ..., 0)

όπου v1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα της λ1. Τότε P

 1 0
.
.
. 0

.

.

.

0 0

 P−1x(0) = cv1.

΄Αρα

lim
k→∞

(
1

λ1

)kx(k) = cv1.
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Εδώ c = c11x
(0)
1 + c12x

(0)
2 + ... + c1nx

(0)
n .

Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι x(k) ≈ cλk
1v1 και αυτή είναι µία καλή

προσέγγιση της κατανοµής. Επίσης κάθε κατανοµή ϑα είναι πολλαπλάσιο

της προηγουµένης µε λ1. ΄Αρα η αναλογία των ϑηλυκών σε κάθε κλάση

σταθεροποιείται.

Παράδειγµα 87 ΄Εστω L =

 0 4 3
1/2 0 0
0 1/4 0

 ο πίνακας Leslie κάποιου πλ-

ηθυσµού. Το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο είναι

ρ(λ) = λ3 − 2λ− 3/8 = λ3 − (3/2)3 − 2λ + 3

= (λ− 3/2)(λ2 + 3λ/2 + 9/4)− 2(λ− 3/2)

= (λ− 3/2)(λ2 + 3λ/2 + 1/4).

Η κυριαρχούσα ιδιοτιµή του L είναι 3/2 και ένα ιδιοδιάνυσµά της :

u1 =

 1
b1
λ1

b1b2
λ2
1

 =

 1
1
3
1
18

 .

∆ηλαδή x(k) ≈ 3x(k−1)/2 και κάθε 5 χρόνια ο αριθµός των ϑηλυκών ϑα αυξάνει

µε ϱυθµό 50%:

x(k) ≈ c(3/2)k

 1
1
3
1
18

 .

Η κατανοµή ϑα γίνει 1 : 1/3 : 1/18 για όλες τις ηλικίες. ∆ηλαδή 72% στην

πρώτη κλάση, 24% στη δεύτερη, 4% στην τρίτη .

Σχόλιο 88 Από την σχέση x(k) ≈ cλk
1u1 έχουµε ότι

ι) Αν λ1 > 1, τότε ο πληθυσµός αυξάνει.

ιι) Αν λ1 = 1, τότε ο πληθυσµός σταθεροποιείται.

ιιι) Αν λ1 < 1, τότε ο πληθυσµός ελαττώνεται.

Η περίπτωση λ1 = 1 είναι ενδιαφέρουσα γιατί αντιστοιχεί σε µηδενική

αύξηση πληθυσµού. Τότε ισχύει ότι

1n−a11
n−1−a2b11

n−1− ...−anb1...bn−1 = 0 ή a1 +a2b1 + ...+anb1...bn−1 = 1

Σηµειώνουµε ότι το πόσο γρήγορα συγκλίνει ο πίνακας εξαρτάται από τη

διαφορά µεταξύ των απόλυτων τιµών των δύο µεγαλυτέρων ιδιοτιµών.
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9.3 Το µοντέλο συγκοµιδής

Στο επόµενο µέρος της ενότητας ϑα ασχοληθούµε µε τη συγκοµιδή Ϲώων ενός

µοντέλου Leslie. Συγκοµιδή σηµαίνει αφαίρεση Ϲώων από τον πληθυσµό για

διάδορους λόγους.

Υποθέσεις . Η αφαίρεση γίνεται περιοδικά και ισχύει ότι ο αριθµός

των Ϲώων που παραµένουν είναι ο ίδιος καθώς επίσης και η κατανοµή του

πληθυσµού.

IIIII
ANAΠTY ΞH−→ IIIIIIII

↖ ↙ ΣY ΓKOMI∆H
III

Υποθέτουµε ότι η κατανοµή περιγράφεται από ένα πίνακα Leslie και στο

τέλος κάθε µιας χρονικής περιόδου κάποιο ποσοστό του πληθυσµού αφαιρεί-

ται.

΄Εστω x = (x1, ..., xn)t
να είναι η κατανοµή. ∆ηλαδή xi είναι ο αριθµός

των ϑηλυκών στην i περίοδο (κλάση) ο οποίος µένει αµετάβλητος (δεν υπάρχει

αφαίρεση).

Το σύνολο του πληθυσµού (η κατανοµή του πληθυσµού) κατά το τέλος

της περιόδου και πριν την συγκοµιδή δίνεται από Lx. ΄Εστω hi το µέρος των

ϑηλυκών της i κλάσης τα οποία αφαιρούνται : 1 ≥ hi ≥ 0.

΄Εστω H ο επόµενος διαγώνιος πίνακας ο οποίος καλείται πίνακας συγκο-

µιδής

H =

 h1 0
. . .

0 hn


Το διάνυσµα HLx = (h1(Lx)1, ..., hn(Lx)n)t

δίνει τον αριθµό των ϑηλυκών τα

οποία αφαιρέθηκαν. Εδώ (Lx)i είναι η i συντεταγµένη του διανύσµατος Lx.

Ισχύει εξ υποθέσεως ότι

Lx−HLx = x⇔ (I −H)Lx = x

∆ηλαδή το x πρέπει να είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα (I −H)L το οποίο

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1. Ας µελετήσουµε τώρα τον προηγούµενο πίνακα :

(I −H)L =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1− h1)a1 (1− h1)a2 0 · · · (1− h1)an

(1− h2)b1 0 0 · · · 0
0 (1− h3)b2 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 · · · (1− hn)bn−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



9.4. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΓΚΟΜΙ∆Η 83

∆ηλαδή ο (I − H)L έχει τη µορφή πίνακα Leslie. Το 1 είναι ιδιοτιµή του

προηγούµενου πίνακα και άρα σύµφωνα µε την παρατήρηση που κάναµε

στο τέλος του προηγούµενου µοντέλου έχουµε:

(1− h1)[a1 + a2b1(1− h2) + a3b1b2(1− h2)(1− h3) + ...

+anb1...bn−1(1− h2)...(1− hn)] = 1.

Αυτή η εξίσωση εκφράζει περιορισµούς µεταξύ των µερών συγκοµιδής hi.

Επειδή το 1 είναι η µοναδική ϑετική ιδιοτιµή του πίνακα (I −H)L, υπ-

άρχει µόνο ένα γραµµικώς ανεξάρτητο διάνυσµα x το οποίο ικανοποιεί την

(I − H)Lx = x. ΄Οπως και στην αρχή της ενότητας µπορούµε να πάρουµε

για u1 το επόµενο :

u1 =


1

b1(1− h2)
b1b2(1− h2)(1− h3)

.

.

.

b1 · · · bn−1(1− h2)...(1− hn)

 .

Σχόλιο 89 1) Το u1 µας δίνει την αναλογία των ϑηλυκών για κάθε κλάση µετά

την πρώτη συγκοµιδή.

2) Το πρόβληµα είναι τώρα ο συνολικός αριθµός των ϑηλυκών µετά από

κάθε συγκοµιδή. Για να τον προσδιορίσουµε λαµβάνουµε υπόψη µας διάφορες

συνθήκες όπως οικολογικές ή οικονοµικές.

9.4 Οµοιόµορφη Συγκοµιδή

Επειδή µερικά είδη είναι δύσκολο να αναγνωρισθούν ως προς την ηλικία,

υποθέτουµε ότι η συγκοµιδή γίνεται τυχαία . Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

µπορούµε να υποθέσουµε ότι το ίδιο ποσοστό συγκαταλέγεται από κάθε η-

λικία : ∆ηλαδή hi = h. Οπότε η εξίσωση (I −H)Lx = x γίνεται Lx = ( 1
1−h

)x

και η ιδιοτιµή είναι λ1 = 1/(1 − h). ∆ηλαδή h = 1 − 1
λ1

και h < 1. Το

διάνυσµα κατανοµής σ΄ αυτήν την περίπτωση γίνεται

x1 =


1

b1/λ1

b1b2/λ
2
1

.

.

.

b1 · · · bn−1/λ
n−1
1

 .

΄Οσο µεγαλώνει το λ1 τόσο µεγαλώνει η συγκοµιδή. Θα πρέπει λ1 > 1
ώστε h ∈ (0, 1] . ∆ηλαδή ο πληθυσµός ϑα πρέπει να αυξάνει.
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Παράδειγµα 90 Τα αρνάκια Νέας Ζηλανδίας Ϲουν 12 χρόνια και παίρνουµε

σαν περίοδο ανάπτυξης ένα χρόνο. ΄Εχει ϐρεθεί ότι η κατανοµή ηλικίας δίνεται

από τον επόµενο πίνακα Leslie (εδώ δίνεται η αναλογία επί τοις χιλίοις):

1000L =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 045 391 472 484 546 543 502 468 459 433 421
845 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 975 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 965 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 950 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 926 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 895 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 850 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 786 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 691 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 561 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 370 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Με επαναληπτική µέθοδο ϐρίσκουµε την ιδιοτιµή λ1 του L να είναι λ1 =
1.221 . Υποθέτοντας ότι η συγκοµιδή είναι οµοιόµορφη ϐρίσκουµε ότι το h
είναι 0.181 (h = 1− 1/λ1).

∆ηλαδή το 18, 1% των αρνιών από κάθε ηλικία συγκεντρώνεται κάθε χρόνο.

Το διάνυσµα κατανοµής µετά από την συγκοµιδή είναι ανάλογο του:

x1 = (1, 0.692, 0.552, 0.436, 0.339, 0.257, 0.189, 0.131, 0.084, 0.048, 0.022, 0.007)t

Κάθε άλλο διάνυσµα κατανοµής είναι πολλαπλάσιο µε αυτό .

9.5 Συγκέντρωση των πιο νέων µελών ενός πλ-

ηθυσµού

Υποθέτουµε σ΄ αυτή την περίπτωση ότι µόνο τα πιο νέα ϑηλυκά είναι

οικονοµικότερα συµφέροντα για συγκοµιδή (όπως στα πρόβατα). ∆ηλαδή

h1 = h και h2 = h3 = ... = hn = 0.

Η εξίσωση

(1− h1)[a1 + a2b1(1− h2) + a3b1b2(1− h2)(1− h3) + ...+

anb1...bn−1(1− h2)...(1− hn)] = 1

γίνεται

(1− h)[a1 + a2b1 + a3b1b2 + ... + anb1...bn−1] = 1
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και h = 1− 1
R

όπου R = a1 + a2b1 + a3b1b2 + ... + anb1...bn−1.

΄Οπως προηγουµένως το διάνυσµα κατανοµής µετά από κάθε συγκοµιδή

είναι ανάλογο του

xi =


1
b1

b1b2
.
.
.

b1 · · · bn−1

 .

Θα εφαρµόσουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα στο επόµενο

παράδειγµα το οποίο είναι συνέχεια του τελευταίου παραδείγµατος µε τα

αρνάκια Ν. Ζηλανδίας αλλά για το νέο είδος συγκοµιδής.

Παράδειγµα 91 Το προηγούµενο παράδειγµα µε τα αρνάκια Ν. Ζηλανδίας

για αυτή την περίπτωση γίνεται : Το καθαρό ποσοστό αναπαραγωγής είναι R =
2.513 και η συγκοµιδή h = 0.602. Τελικά ή αναλογία στην κατανοµή έχει ως

εξής :

x1 = (1, 0.845, 0.824, 0.795, 0.755, 0.699, 0.626, 0.532, 0.418, 0.289, 0.162, 0.06)t,

Lx1 = (2.513, 0.845, 0.795, 0.755, 0.699, 0.626, 0.532, 0.418, 0.289, 0.162, 0.06)t.

Το Lx1 είναι το διάνυσµα κατανοµής αµέσως πριν τη συγκοµιδή. Το άθρο-

ισµα των στοιχείων του Lx1 είναι 8.518 και το πρώτο στοιχείο έχει αναλογία

επί του συνόλου 29.5%. Τα νεώτερα αρνιά είναι το 29.5% του πληθυσµού

πριν τη συγκοµιδή. Επειδή το 60% της πρώτης κλάσης συγκεντρώνεται, το

17.8% του συνόλου συγκεντρώνεται κάθε χρόνο.

9.6 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Κάποιου πληθυσµού Ϲώων, ο πίνακας Leslie δίνεται ως ακολούθως:

L =

 0 4 3
1/2 0 0
0 1/4 0

 .

Βρείτε τη συγκοµιδή και την κατανοµή πληθυσµού, για την κάθε περίπτωση:

α) Χωρίς συγκοµιδή,

ϐ) Οµοιόµορφη συγκοµιδή,

γ) Αφαιρείται το 50% από τα νεώτερα και το 100% από τα γηραιότερα.

2) Κάποιο είδος σκαθαριών Ϲει µόνο τρία χρόνια και αναπαράγεται στον

τρίτο χρόνο. Η οµάδα του πρώτου έτους επιβιώνει µε πιθανότητα 1/2, του
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δευτέρου µε 1/3 ενώ του τρίτου παράγει 6 ϑηλυκά και πεθαίνει. Αν ο αρχικός

πληθυσµός είχε 3000 σκαθάρια σε κάθε οµάδα, δώστε την κατανοµή µετά 6

χρόνια και µετά από µεγάλο διάστηµα.

3) α) Κάποιο είδος Ϲει τρία χρόνια και αναπαράγει το δεύτερο και τρίτο

χρόνο. Το ποσοστό επιβίωσης είναι b1 = 3/4 και b2 = 1/2, ενώ της ανα-

παραγωγής a2 = 13/3 και a3 = 4. Αν αρχικά ο πληθυσµός αποτελείται από

10 οργανισµούς στην πρώτη ηλικία µόνο, ϐρείτε την κατανοµή µετά 15 έτη

και µετά από ν. Κάντε µια µακροχρόνια πρόγνωση.

ϐ) Ας υποθέσουµε ότι αυτό το είδος πρέπει να σταθεροποιηθεί χωρίς να

εξαλειφθεί ούτε να υπερπολλαπλασιασθεί. Μπορούµε να το επιτύχουµε αυτό

και πως;



Κεφάλαιο 10

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΗ ΓΕΝΕΤΙΚΗ

Η γενετική είναι κλάδος της ϐιολογίας που ασχολείται µε την κληρονοµικότη-

τα. Συγκεκριµένα µελετά γονίδια τα οποία καθορίζουν χαρακτηριστικά ορ-

γανισµών που κληρονοµούνται από τους γονείς. Η κληρονοµικότητα χαρακ-

τηριστικών όπως ϕύλο, ύψος, χρώµα µατιών και µαλλιών στους ανθρώπους,

και χαρακτηριστικών όπως χρώµα λουλουδιών και σχήµα ϕύλλων στα ϕυτά

δίνουν πληροφορίες για τις κληρονοµικές αρρώστιες και γι΄ αυτό ο ϱόλος τους

είναι σηµαντικός και στην ιατρική.

Θα µελετήσουµε την κληρονοµικότητα διαφόρων χαρακτηριστικών (χρώ-

µα µατιών, ασθενειών) στα Ϲώα και στα ϕυτά. Υποθέτουµε ότι το κληρονοµού-

µενο χαρακτηριστικό ελέγχεται από ένα σύνολο δύο γονιδίων τα οποία κα-

ϑορίζονται µε τα γράµµατα Α και Β. Με την αυτοσωµατική κληρονοµικότητα

κάθε οργανισµός παίρνει δύο από αυτά τα γονίδια ΑΑ ή ΑΒ ή ΒΒ. Αυτό το

Ϲεύγος καλείται η γονιδιοτυπία του οργανισµού και καθορίζει πως τα χαρακ-

τηριστικά που ελέγχονται από τα γονίδια προδηλώνονται στον οργανισµό.

Π.χ. σε κάποιο συγκεκριµένο ϕυτό η γονιδιοτυπία καθορίζει το χρώµα των

λουλουδιών του, ΑΑ κόκκινο, ΑΒ ϱοζ, ΒΒ λευκό. Στους ανθρώπους το χρώµα

των µατιών επίσης καθορίζεται από την γονιδιοτυπία : ΑΑ και ΑΒ καστανά, ΒΒ

γαλάζια. Σ΄ αυτήν την περίπτωση λέµε ότι το γονίδιο Α κυριαρχεί στο Β, επει-

δή ΑΑ και ΑΒ ταυτίζονται. ΄Ενας οργανισµός καλείται κυρίαρχος αν έχει τύπο

ΑΑ, υβριδικός για ΑΒ, και λανθάνων για ΒΒ. Εκτός από την αυτοσωµατική

κληρονοµικότητα υπάρχει η επονοµαζόµενη Χ-κληρονοµικότητα. Σ΄ αυτό

το είδος το αρσενικό κατέχει ένα από τα δύο γονίδια Α ή Β και το ϑηλυκό

κατέχει Ϲεύγος γονιδίων (ΑΑ, ΑΒ ή ΒΒ). Στους ανθρώπους η αχρωµατοψί-

α, η ϕαλακρότητα, η οµοφυλία, η σπαστικότητα (όπως και άλλες ασθένειες)

εξαρτώνται από την Χ-κληρονοµικότητα.

Σ΄ αυτό το µοντέλο ϑα µελετήσουµε λοιπόν τον τρόπο µε τον οποίο οι γονείς

µεταφέρουν στα παιδιά τους τα γονίδια για τα δύο είδη κληρονοµικότητας.
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10.1 Αυτοσωµατική κληρονοµικότητα

Κάθε οργανισµός κληρονοµεί από ένα γονίδιο από το Ϲεύγος των γονιδίων

κάθε ενός από τους γονείς του και δηµιουργεί το δικό του Ϲεύγος. Απ΄

ότι ξέρουµε είναι τυχαίο ποιο γονίδιο ϑα µεταβιβάσει ο γονέας στο παιδί

του. ∆ηλαδή αν ο γονέας είναι ΑΒ το παιδί ϑα πάρει το Α ή το Β µε την

ίδια πιθανότητα. Αν ο ένας γονέας είναι ΒΒ και ο άλλος ΑΒ το παιδί

σίγουρα ϑα πάρει το Β από τον πρώτο και το Α ή το Β από τον δεύτερο.

΄Αρα το παιδί έχει την ίδια πιθανότητα να είναι ΒΑ ή ΒΒ. Ο επόµενος

πίνακας δίνει όλες τις πιθανές επιλογές και τις αντίστοιχες πιθανότητες.

(AA,AA) (AA,AB) (AA,BB) (AB,AB) (AB,BB) (BB,BB)
AA 1 1/2 0 1/4 0 0
AB 0 1/2 1 1/2 1/2 0
BB 0 0 0 1/4 1/2 1

Παράδειγµα 92 ΄Ενας γεωπόνος έχει ένα µεγάλο αριθµό ϕυτών τα οποία

αποτελούνται από όλους τους τύπους γονιδίων ΑΑ, ΑΒ, ΒΒ. Θέλει να γονι-

µοποιεί κάθε υπάρχον ϕυτό µε τον τύπο ΑΑ και να ϐρει την κατανοµή των

τύπων των γονιδίων του πληθυσµού µετά από πολλές γενιές. (Αυτό γίνεται γιατί

ο τύπος ΑΑ έχει κάποιο χαρακτηριστικό που ϑέλουµε να επικρατήσει.)

΄Εστω n = 0, 1, 2, ... ο αριθµός της γενιάς. Το n = 0 δηλώνει την αρχική

γενιά.

΄Εστω an να δηλώνει το ποσοστό ϕυτών τύπου ΑΑ στη n-στη γενεά. Αντίσ-

τοιχα, bn δηλώνει για το ΑΒ, και το cn για το ΒΒ.

Η τριάδα (a0, b0, c0)
t

εκφράζει την αρχική κατανοµή. Προφανώς an +
bn + cn = 1. Η κατανοµή του τύπου καθορίζεται για κάθε επόµενη γενιά

µε την ϐοήθεια του προηγούµενου πίνακα ο οποίος σ΄ αυτήν την περίπτωση

περιορίζεται στον  1 1/2 0
0 1/2 1
0 0 0


΄Εστω ο προηγούµενος πίνακας να είναι ο M , (παρατηρήστε ότι µελετάµε

ένα µοντέλο Markov). ΄Αρα ϑα έχουµε:

an = an−1 + 1/2bn−1

bn = cn−1 + 1/2bn−1

cn = 0.
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΄Ολοι οι απόγονοι ενός ϕυτού τύπου ΑΑ ϑα είναι επίσης ΑΑ και οι µισοί

απόγονοι ενός ϕυτού τύπου ΑΒ ϑα είναι επίσης ΑΑ. ∆ηλαδή ο τύπος ΑΑ ϑα

αυξάνει και ο ΒΒ ϑα εξαλειφθεί.

΄Εστω x(n) = (an, bn, cn)t
. Τότε

x(n) = Mx(n−1) = ... = Mnx(0).

Ας υποθέσουµε ότι ο M διαγωνοποιείται : M = PDP−1
. Ο D αποτελείται

από τις ιδιοτιµές του M .

Mn = PDnP−1.

Για το συγκεκριµένο παράδειγµα οι ιδιοτιµές του είναι :

λ1 = 1, λ2 = 1/2, λ3 = 0

και τα ιδιοδιανύσµατα:

u1 =

 1
0
0

 , u2 =

 −1
1
0

 , u3 =

 1
−2
1

 .

΄Αρα D =

 1 0 0
0 1/2 0
0 0 0

 και P =

 1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

. Εύκολα ϐρίσκουµε ότι

P−1 =

 1 1 1
0 1 2
0 0 1

.

Οπότε

x(n) =

 1 1− (1/2)n 1− (1/2)n−1

0 (1/2)n (1/2)n−1

0 0 0

 (a0, b0, c0)
t

µε a0 + b0 + c0 = 1.

΄Εχουµε λοιπόν :

an = 1− (1/2)n b0 − (1/2)n−1c0 → 1

bn = (1/2)nb0 + (1/2)n−1c0 → 0

cn = 0.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ Κάντε το ίδιο αλλά αντί κάθε ϕυτό να γονιµοποιείται µε ΑΑ

να γονιµοποιείται µε ϕυτό το οποίο έχει τύπο ίδιο µε το δικό του.
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10.2 Αυτοσωµατικές λανθάνουσες ασθένειες

Υπάρχουν ανθρώπινες ασθένειες που εξαρτώνται από τον τύπο γονιδίων.

Αυτές καλούνται γενετικές ασθένειες. Στους ανθρώπους, µεγάλος αριθµός

από αυτές, καθορίζονται από την λεγόµενη αυτοσωµατική κληρονοµικότητα,

όπου ένα κανονικό γονίδιο Α κυριαρχεί πάνω σε ένα ανώµαλο Β. ∆ηλαδή ο

τύπος ΑΑ δηλώνει ότι ο οργανισµός δεν προσβάλλεται από την συγκεκριµένη

ασθένεια, ο τύπος ΑΒ είναι ϕορέας της ασθένειας και ο ΒΒ είναι ασθενής.

Μερικές από αυτές τις ασθένειες σχετίζονται µε ϕυλετικές οµάδες ανθρώπων:

Κυστική fibrosis (επικρατεί µεταξύ των Καυκασίων), ∆ρεπανοκυτταρική

αναιµία (µεταξύ των Μαύρων), Ανεµία του Cooley (µεταξύ των λαών της Μασο-

γείου), Ασθένεια Tay-Sachs (µεταξύ των Εβραίων της Ανατολικής Ευρώπης).

Πολύ συχνά οι προσβεβληµένοι από τέτοιες ασθένειες πεθαίνουν σε µικρή

ηλικία και δεν προλαβαίνουν να κάνουν παιδιά. Οπότε οι ασθενείς προέρχον-

ται από γονείς που είναι ϕορείς και οι δυο. Σε περιοχές υψηλού κινδύνου,

όπως αυτές που περιγράψαµε πιο πάνω, κοινωνικά προγράµµατα έχουν σχε-

διασθεί ώστε να αποφεύγεται η τεκνοποίηση µεταξύ ϕορέων. Σκοπός είναι

οι γονείς να είναι υγιείς (ΑΑ-ΑΑ) ή µόνο ο ένας να είναι ϕορέας (ΑΑ-ΑΒ).

Οπότε τα παιδιά δεν ϑα προσβάλλονται από την ασθένεια, αλλά µπορεί να

είναι απλώς ϕορείς. Ας µελετήσουµε λοιπόν αυτό το µοντέλο κατά το οποίο

οι γεννήσεις είναι ελεγχόµενες.

Ορίζουµε την n-οστη κατανοµή xn = (an, bn) όπου το an εκφράζει την

αναλογία πληθυσµού τύπου ΑΑ κατά την n-γενεά, και το bn την αναλογία

πληθυσµού τύπου ΑΒ κατά την n-γενεά.

Επειδή ο ένας τουλάχιστον γονέας είναι τύπου ΑΑ µπορούµε να ϑεωρή-

σουµε το µοντέλο ότι καθορίζεται από ένωση πάντα µε τύπο ΑΑ, όπως στο

παράδειγµα της προηγούµενης ενότητας. ΄Αρα

x(n) = Mx(n−1) = Mnx(0)

Εδώ, M =

(
1 1/2
0 1/2

)
.

Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του M και τον διαγ-

ωνοποιούµε : M = PDP−1
, όπου P = P−1 =

(
1 1
0 −1

)
και D =(

1 0
0 1/2

)
. Τελικά

x(n) =

(
1 1− (1/2)n

0 (1/2)n

) (
a0

b0

)
=

(
1− (1/2)n b0

(1/2)n b0

)
.

Βλέπουµε ότι µε τον έλεγχο των γεννήσεων οι ϕορείς ϑα ελαττώνονται

στο µισό σε κάθε επόµενη γενεά. ∆υστυχώς στην πράξη ένα µεγάλο ποσοστό
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γονέων είναι και οι δυο ϕορείς, χωρίς τις περισσότερες ϕορές να το γνωρίζουν,

οπότε η ένωση είναι τυχαία (χωρίς τον κοινωνικό έλεγχο). Το µοντέλο σ΄ αυτήν

την περίπτωση είναι µη-γραµµικό και ξεφεύγει από τις µεθόδους µας. Η λύση

του δίνεται µε χρήση διαφορικών εξισώσεων:

bn =
bn−1

1 + 1
2
bn−1

.

Απλώς αναφέρουµε εδώ τα αποτελέσµατα των δυο προηγουµένων µοντέλ-

ων για την ασθένεια της Ανεµίας των Μαύρων της Αµερικής. Είναι γνωστό ότι

το 10% αυτών είναι ϕορείς. Με την πρώτη µέθοδο οι ϕορείς ϑα ελαττώνονται

στο µισό σε κάθε γενεά και δεν ϑα υπάρχουν προσβεβληµένα παιδιά. Με την

δεύτερη µέθοδο από 10% οι ϕορείς ϑα γίνουν 9.5% στην επόµενη γενεά και

5 στα 2000 µαύρα παιδιά ϑα προσβάλλονται από την ασθένεια. ∆υστυχώς η

δεύτερη περίπτωση επικρατεί στην πράξη.

10.3 Χ-Κληρονοµικότητα

Το δεύτερο είδος κληρονοµικότητας που αναφέραµε στην αρχή της ενότητας,

η Χ-κληρονοµηκότητα, καθορίζεται από ένα γονίδιο (Α ή Β) για τα αρσενικά

και δύο γονίδια (ΑΑ, ΑΒ, ή ΒΒ) για τα ϑηλυκά. Η ονοµασία οφείλεται σ-

το ότι αυτά τα γονίδια ϐρίσκονται στα χ-χρωµατοσώµατα των κυττάρων του

οργανισµού.

Στην αρχαία Αίγυπτο αλλά και σε σύγχρονες περιορισµένες κοινωνικές

οµάδες η ενδογαµία εφαρµόζετο για να µην αλλοιώνεται η ϐασιλική γενεά ή

κάποιο συγκεκριµένο χαρακτηριστικό. Σήµερα η ενδογαµία είναι πολύ δι-

αδεδοµένη στα Ϲώα για να διατηρείται αµιγής η ϱάτσα τους. Θα µελετήσουµε

την ενδογαµία σε σχέση µε την Χ-κληρονοµικότητα. Ξεκινάµε µε ένα τυχαίο

Ϲευγάρι, διασταυρώνουµε ένα Ϲεύγος απογόνων και συνεχίζουµε µε αυτόν τον

τρόπο. Σκοπός µας είναι να συγκεντρώσουµε πληροφορίες για την πιθανότη-

τα µε την οποία ϑα εµφανίζεται κάθε διαφορετικό Ϲεύγος µετά από πολλές

επαναλήψεις.

Η κληρονοµικότητα αυτή καθορίζεται ως εξής : Το αρσενικό λαµβάνει ένα

γονίδιο από τα δύο της µητέρας µε την ίδια πιθανότητα. Το ϑηλυκό λαµβάνει

ένα από τον πατέρα και ένα από τα δύο της µητέρας µε την ίδια πιθανότητα.

Υπάρχουν έξι τύποι Ϲευγαριών :

(A,AA) (A,AB) (A,BB) (B,AA) (B,AB) (B,BB).

Ο ακόλουθος πίνακας εκφράζει τις πιθανότητες µετάβασης από συγ-

κεκριµένο Ϲεύγος γονέων σε συγκεκριµένο είδος Ϲεύγους απογόνων.
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ΠΑΙ∆ΙΑ

(A,AA) (A,AB) (A,BB) (B,AA) (B,AB) (B,BB)
A 1 1/2 0 1 1/2 0
B 0 1/2 1 0 1/2 1

AA 1 1/2 0 0 0 0
AB 0 1/2 1 1 1/2 0
BB 0 0 0 0 1/2 1

΄Εστω ότι η µεταβλητή n µετρά τις γενεές.

Θα κατασκευάσουµε ένα πίνακα M ο οποίος ϑα περιέχει τις πιθανότητες

µετάβασης από ένα συγκεκριµένο Ϲεύγος αµφιθαλών γονέων σε ένα Ϲεύγος

απογόνων το οποίο ϑα διασταυρωθεί επίσης. ΄Εστω ότι οι γονείς είναι τύπου

(Α,ΑΒ). Ο αρσενικός απόγονος µπορεί να είναι Α ή Β µε την ίδια πιθανότητα.

Το ϑηλυκό ϑα πάρει το γονίδιο Α από τον πατέρα και Α ή Β από την µητέρα

µε την ίδια πιθανότητα. ∆ηλαδή ΑΑ ή ΑΒ. ΄Αρα το επόµενο Ϲεύγος ϑα είναι

ένα από τα επόµενα:

(A,AA) (A,AB) (B,AA) (B,AB).

Η γραµµή λοιπόν του M που καθορίζεται από το Ϲεύγος που αρχίσαµε ϑα

έχει τη µορφή:

1/4
(A,AA)

1/4
(A,AB)

0
(A,BB)

1/4
(B,AA)

1/4
(B,AB)

0
(B,BB)

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο και για τις άλλες περιπ-

τώσεις ορίζουµε τον πίνακα M t
να είναι ο ακόλουθος :

Γ
O
N
E
I
Σ

(A,AA) (A,AB) (A,BB) (B,AA) (B,AB) (B,BB)
(A,AA) 1 0 0 0 0 0
(A,AB) 1/4 1/4 0 1/4 1/4 0
(A,BB) 0 0 0 0 1 0
(B,AA) 0 1 0 0 0 0
(B,AB) 0 1/4 1/4 0 1/4 1/4
(B,BB) 0 0 0 0 0 1

Η µεταβλητή an εκφράζει την πιθανότητα ενός αµφιθαλούς Ϲεύγους που

ϑα Ϲευγαρώσει να είναι τύπου (Α,ΑΑ), αντίστοιχα η bn την πιθανότητα ενός

αµφιθαλούς Ϲεύγους που ϑα Ϲευγαρώσει να είναι τύπου (Α,ΑΒ), η cn την πι-

ϑανότητα ενός αµφιθαλούς Ϲεύγους που ϑα Ϲευγαρώσει να είναι τύπου (Α,ΒΒ),

η dn την πιθανότητα ενός αµφιθαλούς Ϲεύγους που ϑα Ϲευγαρώσει να είναι

τύπου (Β,ΑΑ), η en την πιθανότητα ενός αµφιθαλούς Ϲεύγους που ϑα Ϲευ-

γαρώσει να είναι τύπου (Β,ΑΒ), και η fn την πιθανότητα ενός αµφιθαλούς

Ϲεύγους που ϑα Ϲευγαρώσει να είναι τύπου (Β,ΒΒ).

΄Εστω x(n) = (an, bn, cn, dn, en, fn)t
, τότε : x(n) = Mx(n−1) = Mnx(0)

.

Εδώ το x(0)
δίνει τις πιθανότητες του αρχικού Ϲεύγους. ∆ιαγωνοποιούµε

τον M ώστε να ϐρούµε ευκολότερα τις δυνάµεις του. Οι ιδιοτιµές και τα
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ιδιοδιανύσµατά του δίνονται ως ακολούθως:

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 1/2, λ4 = −1/2, λ5 =
1

4
(1 +

√
5), λ6 =

1

4
(1−

√
5)

u1 =


1
0
0
0
0
0

 , u2 =


0
0
0
0
0
1

 , u3 =


−1
2
−1
1
−2
1

 ,

u4 =


1
−6
−3
3
6
−1

 , u5 =



1
4
(−3−

√
5)

1
1
4
(−1 +

√
5)

1
4
(−1 +

√
5)

1
1
4
(−3−

√
5)

 , u6 =



1
4
(−3 +

√
5)

1
1
4
(−1−

√
5)

1
4
(−1−

√
5)

1
1
4
(−3 +

√
5)

 .

΄Αρα M = PDP−1
. ΄Οπου

P =


1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
1

−1
2
−1
1
−2
1

1
−6
−3
3
6
−1

1
4
(−3−

√
5)

1
1
4
(−1 +

√
5)

1
4
(−1 +

√
5)

1
1
4
(−3−

√
5)

1
4
(−3 +

√
5)

1
1
4
(−1−

√
5)

1
4
(−1−

√
5)

1
1
4
(−3 +

√
5)

 ,

Dn =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 (1/2)n 0 0 0
0 0 0 (−1/2)n 0 0

0 0 0 0
(

1
4
(1 +

√
5)

)n
0

0 0 0 0 0
(

1
4
(1−

√
5)

)n

 ,

P−1 =



1 2/3 1/3 2/3 1/3 0
0 1/3 2/3 1/3 2/3 1
0 1/8 −1/4 1/4 −1/8 0
0 −1/24 −1/12 1/12 1/24 0

0 (5 +
√

5)/20
√

5/5
√

5/5 (5 +
√

5)/20 0

0 (5−
√

5)/20 −
√

5/5 −
√

5/5 (5−
√

5)/20 0

 .
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Αποµένει να µελετήσουµε το όριο του x(n)
καθώς το n µεγαλώνει πολύ. Ο

Dn
συγκλίνει στον ακόλουθο πίνακα:

Dn →


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Και το x(n)
συγκλίνει στο ακόλουθο διάνυσµα:

x(n) → P


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 P−1x(0)

x(n) →


a0 + 2

3
b0 + 1

3
c0 + 2

3
d0 + 1

3
e0

0
0
0
0

f0 + 1
3
b0 + 2

3
c0 + 1

3
d0 + 2

3
e0

 .

Οριακά λοιπόν µετά από πολλές γενιές τα αµφιθαλή Ϲεύγη ϑα είναι τύπου

(Α,ΑΑ) ή (Β,ΒΒ), δηλαδή ϑα επικρατήσουν οι δύο ακραίες καταστάσεις.

Παράδειγµα 93 Ας ξεκινήσουµε µε το Ϲεύγος (Α,ΑΒ). ∆ηλαδή a0 = c0 = d0 =
e0 = f0 = 0 και b0 = 1. Τότε xn → (2/3, 0, 0, 0, 0, 1/3)t

. ∆ηλαδή ο τύπος

(Α,ΑΑ) ϑα επικρατήσει µε πιθανότητα 2/3 και ο τύπος (Β,ΒΒ) µε 1/3.

10.4 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Υποθέτουµε ότι στη Χ-κληρονοµικότητα η αρχική κατανοµή είναι x(0) =
(1/6, ..., 1/6). Βρείτε το x(n)

καθώς το n τίνει στο άπειρο.

2) Υποθέτουµε ότι κανένα ϑηλυκό µε γονιδιακό τύπο AB δεν επιζεί. ΄Αρα

τα πιθανά Ϲεύγη είναι

(A, AA), (A, BB), (B, AA), (B, BB).

Βρείτε τον πίνακα µετάβασης.
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX

Η επίλυση µεγάλου αριθµού γραµµικών ανισοτήτων αναµφισβήτητα παίζει

σηµαντικό ϱόλο στην επίλυση προβληµάτων που υπεισέρχονται σε πολλές

επιστήµες. Τελικά, όπως ϑα δούµε, και αυτά τα συστήµατα ανάγονται σε

συστήµατα γραµµικών εξισώσεων. Ο γραµµικός προγραµµατισµός άρχισε να

µελετάται σοβαρά από τον George Dantzig το 1940 και έχει εξελιχθεί ϱαγδαία

λόγω των εφαρµογών του στη ϐιοµηχανία και στις επιστήµες. Το κύριο ερ-

γαλείο αντιµετώπισης αυτών των προβληµάτων είναι η επαναληπτική µέθοδος

Simplex την οποία ϑα περιγράψουµε πρώτα γεωµετρικά και µετά αλγεβρικά.

Η µέθοδος αυτή ανάγεται στην εύρεση του κατάλληλου αναγµένου κλιµακω-

τού πίνακα του αντίστοιχου συστήµατος, πάντα έχοντας υπόψη τη σχέση που

πρέπει να µεγιστοποιηθεί.

Η γεωµετρική περιγραφή ϑα γίνει στις δύο διαστάσεις ώστε ο αναγνώστης

να µπορεί εύκολα να έχει οπτική εποπτεία της διαδικασίας. Το υπόβαθρο

που χρειάζεται είναι ϐασικά στοιχεία από τη γραµµική ΄Αλγεβρα. Ούτε διαγ-

ωνοποιήσεις, ούτε ορίζουσες, ούτε Ευκλείδειους χώρους.

Ας ξεκινήσουµε µε την ανίσωση x + 2y ≥ 4. Μία ανίσωση διαιρεί το χώρο

σε δύο ηµιχώρους, σε αυτόν που ικανοποιείται η σχέση και σε αυτόν που δεν

ικανοποιείται. Το σύνορο είναι οι λύσεις της αντίστοιχης εξίσωσης x+2y = 4.

Σε περισσότερες διαστάσεις ϑα έχουµε την αντίστοιχη σχέση

a11x1 + ... + a1nxn ≥ b1

Και σε αυτήν την περίπτωση επικρατεί η ίδια τακτική, δηλαδή το σύνορο των

δύο ηµιχωρών είναι το υπερεπίπεδο που ορίζεται από την εξίσωση

a11x1 + ... + a1nxn = b1

Συνήθως έχουµε και περιορισµούς στις τιµές των αγνώστων όπως x ≥ 0,

y ≥ 0. Γενικότερα ϑα έχουµε xi ≥ ci, i = 1, ..., n.

95
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Σχήµα 11.1: x + 2y = 4

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

1

2

3

4

x

y

y = 2− x
2

1

Ορισµός 94 Το σύνολο που περιέχει όλα τα σηµεία τα οποία επαληθεύουν

όλες τις ανισώσεις καλείται εφικτό σύνολο.

Το εφικτό συνόλο εξαρτάται από τους περιορισµούς και µπορεί να είναι

ϕραγµένο, µη-ϕραγµένο ή και το κενό σύνολο.

Αν το εφικτό σύνολο µπορεί να εγκλειστεί σε έναν κύκλο ή σφαίρα οποιασ-

δήποτε ακτίνας, τότε καλείται ϕραγµένο. ∆ιαφορετικά καλείται µη ϕραγ-

µένο. Επίσης εύκολα µπορεί να αποδειχθεί ότι το εφικτό σύνολο είναι κυρτό.

Αυτό σηµαίνει ότι το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει δύο στοιχεία του εφικτού

συνόλου είναι υποσύνολο του.

Σχήµα 11.2: Κυρτό

 

 

  

 

 
Κυρτό Κυρτό Κυρτό Μη-κυρτό 

Αν στο παράδειγµά µας αλλάξουµε τη σχέση x+2y ≥ 4 σε x+2y ≤ 4 µαζί
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µε τις άλλες δύο x ≥ 0 και y ≥ 0, τότε το εφικτό σύνολο γίνεται το τρίγωνο

ΟΑΒ 11.3.

Εκτός από το σύστηµα των γραµµικών ανισοτήτων έχουµε και άλλη µία

σχέση, η οποία καλείται συνάρτηση κόστους ή αντικειµενική συνάρτηση,

την οποία ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε ή µεγιστοποιήσουµε µέσα στο ε-

ϕικτό σύνολο.

Ας είναι στο παράδειγµά µας η συνάρτηση κόστους η επόµενη

2x + 3y.

Η σχέση 2x + 3y ορίζει ευθείες παράλληλες µεταξύ τους µε ϐασική την

2x + 3y = 0.

Εδώ Ϲητάµε εκείνη την ευθεία 2x+3y = d η οποία τέµνει το εφικτό σύνολο

µε το d να είναι ο µικρότερος αριθµός, αν ϐέβαια Ϲητάµε ελαχιστοποίηση. ΄Οσο

το d µεγαλώνει οι ευθείες κινούνται προς τα δεξιά. ΄Αρα το Ϲητούµενο σηµείο

είναι το Β (0,2), η συνάρτηση κόστους ελαχιστοποιείται στο 6.

Αντίστοιχα, ϐλέπουµε ότι δεν µεγιστοποιείται γιατί το εφικτό σύνολο είναι

µη ϕραγµένο.

Πρόβληµα 95 Βρείτε τιµές x0 και y0 οι οποίες µεγιστοποιούν τη συνάρτηση

z = c1x + c2y

και ικανοποιούν τις σχέσεις

a11x + a12y (≤) (≥) (=) b1

.

.

.

am1x + am2y (≤) (≥) (=) bm

x ≥ 0, y ≥ 0, bi ≥ 0, i = 1, ...,m.

Αποδεικνύεται ότι το σύνορο του εφικτού συνόλου αποτελείται από

πεπερασµένο αριθµό ευθύγραµµων τµηµάτων ή και ηµιευθειών. Οι τοµές

αυτών καλούνται κορυφές ή ακραία σηµεία.

Αναφέρουµε το επόµενο ϑεώρηµα από το γραµµικό προγραµµατισµό.

Θεώρηµα 96 Αν το εφικτό σύνολο είναι ϕραγµένο και µη κενό, τότε λαµβάνει

µέγιστο και ελάχιστο σε κάποια από τα ακραία σηµεία. Αν όµως είναι µη ϕραγ-

µένο, τότε η συνάρτηση κόστους µπορεί να µην λαµβάνει µέγιστο ή ελάχιστο.

Αν όµως λαµβάνει τέτοια τιµή, αυτή ϑα ορίζεται από κάποιο ακραίο σηµείο.
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Πρόβληµα 97 Να ϐρείτε τιµές x1 και x2οι οποίες µεγιστοποιούν τη συνάρτηση

κόστους

z = x1 + 3x2

και ικανοποιούν τις επόµενες ανισώσεις

2x1 + 3x2 ≤ 24

x1 − x2 ≤ 7

x2 ≤ 6

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0.

Μετατρέποντας τις ανισώσεις σε εξισώσεις ϐρίσκουµε το εφικτό σύνολο

όπως στο επόµενο σχήµα 11.4.

Επειδή το εφικτό σύνολο είναι ϕραγµένο, η συνάρτηση κόστους ϑα λαµ-

ϐάνει και µέγιστο και ελάχιστο σε κάποιες από τις κορυφές του εφικτού

συνόλου. Ο επόµενος πίνακας δίνει τις αντίστοιχες τιµές.

(x1, x2) z = x1 + 3x2

(0, 6) 18
(3, 6) 21
(9, 2) 15
(7, 0) 7
(0, 0) 0

΄Αρα το σηµείο (3,6) δίνει τη µέγιστη τιµή που είναι 21.

11.1 ΓΕΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟ-

ΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ (Π.Γ.Π.)

Ας µελετήσουµε τώρα το γενικό πρόβληµα του γραµµικού προγραµµατισµού.

Στην πράξη ο αριθµός των ανισοτήτων και µεταβλητών είναι ιδιαίτερα µεγάλος.

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα δυσκολίες στην αντιµετώπιση τέτοιων συστηµάτων.

Οι δυσκολίες αυτές ξεπερνιούνται µε τη χρήση της µεθόδου Σιµπλεξ την

οποία ϑα περιγράψουµε και εξηγήσουµε. Για λόγους ευκολίας ϑα ϑέσουµε

κάποιους περιορισµούς.

Πρόβληµα 98 Να ϐρεθούν τα x1, x2, ..., xn που µεγιστοποιούν ή ε-

λαχιστοποιούν την

z = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn

κάτω από τους περιορισµούς
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a11x1 + ... + a1nxn ≈ b1

a21x1 + ... + a2nxn ≈ b2

.

.

.

am1x1 + ... + amnxn ≈ bm

όπου το σύµβολο ≈ είναι ένα από τα ≤, =, ≥.

ΤΥΠΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ

Πρόβληµα 99 Να ϐρεθούν τα x1, x2, ..., xn που µεγιστοποιούν ή ε-

λαχιστοποιούν την

z = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn

κάτω από τους περιορισµούς

a11x1 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + ... + a2nxn = b2

.

.

.

am1x1 + ... + amnxn = bm

και xi ≥ 0, για κάθε i = 1, 2, ..., n και bj ≥ 0, για κάθε j = 1, 2, ...,m.

ΤΡΟΠΟΣ ΜΕΤΑΤΡΟΠΗΣ ΕΝΟΣ ΓΕΝΙΚΟΥ Π.Γ.Π. ΣΤΗΝ ΤΥΠΙΚΗ ΤΟΥ

ΜΟΡΦΗ

1) ΄Οταν έχουµε πρόβληµα ελαχιστοποίησης της z τότε ισοδύναµα

µεγιστοποιούµε την

z′ = −z

Π.χ. min z = 2x1 + 3x2 − 5x3 ⇐⇒ max z′ = −2x1 − 3x2 + 5x3.

2) Αν κάποιος από τους σταθερούς όρους bj είναι αρνητικός, τότε πολ-

λαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη του αντίστοιχου περιορισµού µε -1.

Π.χ. x1 − 2x2 + 4x3 ≤ −6⇐⇒ −x1 + 2x2 − 4x3 ≥ 6.

3) Αν ένας περιορισµός είναι σε µορφή ανισότητας, τότε ανάγεται σε εξίσω-

ση µε την εισαγωγή νέων µη αρνητικών µεταβλητών. ΄Ετσι οι αρχικοί περιορ-

ισµοί

ak1x1 + ... + aknxn ≤ bk

al1x1 + ... + alnxn ≥ bl
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είναι ισοδύναµοι µε τους περιορισµούς

ak1x1 + ... + aknxn + xr = bk, xr ≥ 0

al1x1 + ... + alnxn − xs = bl, xs ≥ 0.

4) Αν είναι xi ≤ 0 για κάποιο i, τότε ϑέτουµε xi = −x′i, όπου x′i ≥ 0, ενώ αν

είναι xi ∈ R για κάποιο i, τότε ϑέτουµε xi = x′i−xi”, όπου x′i ≥ 0 και xi” ≥ 0.

ΤΥΠΙΚΗ ΜΟΡΦΗ Π.Γ.Π. ΣΕ ΜΟΡΦΗ ΠΙΝΑΚΩΝ

Το πρόβληµα 99 εκφράζεται σε µορφή πινάκων ως εξής

Να ϐρεθεί το διάνυσµα x που µεγιστοποιεί την

z = ctx

κάτω από τους περιορισµούς

Ax = b, x ≥ 0̄

δηλαδή xi ≥ 0 για κάθε ι, όπου

x =

 x1
.
.
.

xn

 , c =

 c1
.
.
.

cn

 , b =

 b1
.
.
.

bm

 , A =

 a11 · · · a1n
.
.
.

.

.

.

am1 · · · amn

 .

΄Ισως να υπάρχουν πολλά διανύσµατα τα οποία ικανοποιούν την σχέση

Ax = b, αλλά εµείς ϑέλουµε εκείνο το διάνυσµα, αν υπάρχει, που να

µεγιστοποιεί την z.

΄Ετσι µπορούµε να διακρίνουµε τις εξής τρεις περιπτώσεις :

1) Το σύστηµα Ax = b δεν έχει λύσεις.

2) Το σύστηµα Ax = b έχει άπειρες λύσεις αλλά η z δεν είναι ϕραγµένη,

δηλαδή µπορεί να µεγαλώνει απεριόριστα.

3) Το σύστηµα Ax = b έχει λύσεις και µία τουλάχιστον από αυτές

µεγιστοποιεί την z.

11.2 ΠΡΟΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIM-
PLEX

Θεωρούµε το σύνολο των περιορισµών ενός ΠΓΠ σε τυπική µορφή, δηλαδή έ-

να σύστηµα µ γραµµικών εξισώσεων µε ν αγνώστους Ax = b. Για τις εξισώσεις

αυτές δεχόµαστε πάντα ότι είναι συµβιβαστές, δηλαδή rank(A) = rank(A, b),
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αφού αλλιώς το σύστηµα, άρα και το ΠΓΠ, δεν έχει λύση. Επιπλέον, χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε πάντα ότι rank(A) = m < n. Τότε το

σύστηµα των περιορισµών Ax = b έχει άπειρες λύσεις και η ϐέλτιστη λύση

ϑα αναζητηθεί στις µη αρνητικές από αυτές.

Αν m = n, τότε το σύστηµα Ax = b έχει ακριβώς µία λύση οπότε δεν

τίθεται ϑέµα µεγιστοποίησης της z ενώ αν m > n, τότε κάποιοι από τους

περιορισµούς είναι περιττοί και µπορούν να παραληφθούν. Αν λοιπόν στο

σύστηµα των περιορισµών Ax = b του ΠΓΠ έχουµε rank(A) = m < n, ϑα

υπάρχουν πάντα m στήλες του πίνακα A που είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Επιλέγουµε m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του πίνακα Α. Θέτουµε τις n−m
µεταβλητές οι οποίες αντιστοιχούν στις εναποµείναντες στήλες ίσες µε µηδέν

και επιλύουµε ως προς τις υπόλοιπες m µεταβλητές. Η λύση που προκύπτει

τότε ονοµάζεται ϐασική λύση του ΠΓΠ και οι αντίστοιχες µεταβλητές ϐασικές

µεταβλητές ενώ οι υπόλοιπες µεταβλητές ονοµάζονται µη-ϐασικές µεταβλ-

ητές.

Ο αριθµός των ϐασικών λύσεων ενός ΠΓΠ είναι το πολύ
n!

m!(n−m)!
.

Πράγµατι, ο αριθµός των ϐασικών λύσεων του συστήµατος των περιορισ-

µών Ax = b ισούται µε τον αριθµό των ϐάσεων που δηµιουργούνται από τις

στήλες του πίνακα A. Αφού όµως rank(A) = m < n, m από τις n στήλες

του πίνακα A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, κι εποµένως ο µέγιστος δυνατός

αριθµός ϐάσεων που µπορούν να υπάρξουν είναι ίσος µε το πλήθος των ν

συνδυασµών ανά µ, που είναι

(
n
m

)
= n!

m!(n−m)!
.

Κάθε ϐασική λύση µε όλες τις µεταβλητές µη αρνητικές ονοµάζεται

ϐασική εφικτή λύση.

Για να λύσουµε το ΠΓΠ, ϑεωρητικά ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε όλες τις

ϐασικές λύσεις, να κρατήσουµε τις ϐασικές εφικτές λύσεις και να δούµε ποια

από αυτές µεγιστοποιεί την z. Στην πράξη όµως αυτό είναι δυνατό µόνο για

µικρές τιµές των n και m. Για παράδειγµα, αν n = 40 και m = 20, οι εφικτές

λύσεις ξεπερνούν τις 130 δισεκατοµµύρια.

11.3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX

Η µέθοδος Σιµπλεξ είναι µία επαναληπτική µέθοδος µε την οποία ξεκινάµε

από µια ϐασική εφικτή λύση του ΠΓΠ και κάθε ϕορά πηγαίνουµε σε µία άλλη

ϐασική εφικτή λύση που µεγαλώνει την τιµή της z, µέχρι να καταλήξουµε

στην ϐέλτιστη λύση, η οποία µεγιστοποιεί την z.

Θεωρούµε ένα ΠΓΠ στην τυπική του µορφή και ϑεωρούµε την z ως έναν

ακόµη περιορισµό, δηλαδή

z = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn ⇐⇒ − (c1x1 + c2x2 + ... + cnxn) + z = 0.
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Παρακάτω περιγράφονται τα ϐήµατα της µεθόδου αυτής µε την ϐοήθεια

ενός παραδείγµατος :

Παράδειγµα 100 Να ϐρεθούν τα x1, x2, x3 που µεγιστοποιούν την

z = 3x1 + 4x2 + 2x3

κάτω από τους περιορισµούς

3x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 15

x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 7

2x1 + x2 + x3 ≤ 6

x1, x2, x3 ≥ 0.

Πριν εφαρµόσουµε την µέθοδο Simplex, ϕέρνουµε το πρόβληµα στην τυπική

του µορφή που είναι η εξής :

Να ϐρεθούν τα x1, x2, x3 που µεγιστοποιούν την

z = 3x1 + 4x2 + 2x3 + 0x4 + 0x5 + 0x6

κάτω από τους περιορισµούς

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 = 15

x1 + 2x2 + 3x3 + x5 = 7

2x1 + x2 + x3 + x6 = 6

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0.

1ο ϐήµα:

Βρίσκουµε µια προφανή ϐασική εφικτή λύση, την

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 15, x5 = 7, x6 = 6,

και ϕτιάχνουµε τον αρχικό πίνακα ως εξής :

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z
3 2 4 1 0 0 0 15 = x4

1 2 3 0 1 0 0 7 = x5

2 1 1 0 0 1 0 6 = x6

−3 −4 −2 0 0 0 1 0 = z.

Σκοπός µας είναι να ϐρούµε έναν αναγµένο κλιµακωτό πίνακα ο οποίος

ταυτόχρονα ϑα µεγιστοποιεί τη z. Για να το πετύχουµε αυτό ϑα ακολου-

ϑήσουµε µια διαδικασία την οποία ϑα περιγράψουµε στο το παράδειγµα και

εξηγήσουµε µετά το παράδειγµα.
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2ο ϐήµα:

Ελέγχουµε αν η λύση αυτή είναι ϐέλτιστη ως εξής : αν όλα τα στοιχεία της

τελικής γραµµής είναι µη αρνητικά (εκτός από το τελευταίο δεξιά), τότε η λύση

αυτή είναι ϐέλτιστη.

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα υπάρχουν αρνητικά στοιχεία στην τελευ-

ταία γραµµή οπότε συνεχίζουµε µε το επόµενο ϐήµα.

3ο ϐήµα:

Για να πάµε από την αρχική ϐασική εφικτή λύση σε µια καλύτερη, πρέπει

µία από τις ϐασικές µεταβλητές να γίνει µη ϐασική και µία από τις µη ϐασικές

να γίνει ϐασική. Η µη ϐασική µεταβλητή που ϑα γίνει ϐασική είναι αυτή της

οποίας το στοιχείο της τελευταίας γραµµής είναι το µικρότερο από όλα τα

στοιχεία της τελευταίας γραµµής (εκτός από το τελευταίο δεξιά).

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα το µικρότερο στοιχείο της τελευταίας γραµ-

µής είναι το -4 που αντιστοιχεί στη µεταβλητή x2.

Η ϐασική µεταβλητή που ϑα γίνει µη ϐασική ϐρίσκεται ως εξής : αδι-

αφορώντας για την τελευταία γραµµή, παίρνουµε τη στήλη που αντιστοιχεί

στην µεταβλητή που ϑα γίνει ϐασική, και για κάθε ϑετικό στοιχείο της στήλης

αυτής διαιρούµε το αντίστοιχο στοιχείο της τελευταίας στήλης µε το ϑετικό αυτό

στοιχείο.

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αδιαφορώντας για την τελευταία γραµµή,

παίρνουµε τη δεύτερη στήλη, και επειδή όλα τα στοιχεία της είναι ϑετικά

κάνουµε τις διαιρέσεις : στην πρώτη γραµµή 15/2 = 7.5, στη δεύτερη γραµµή

7/2 = 3.5 και στην τρίτη γραµµή 6/1 = 6.

Από όλα τα πηλίκα των διαιρέσεων κρατάµε το µικρότερο. Η ϐασική

µεταβλητή που αντιστοιχίζεται στην γραµµή που ϐρίσκεται το στοιχείο αυτό

που έδωσε το µικρότερο πηλίκο είναι αυτή που ϑα γίνει µη ϐασική.

Το µικρότερο από αυτά στο παράδειγµά µας αντιστοιχεί στην δεύτερη

γραµµή οπότε η x5 ϑα γίνει µη ϐασική µεταβλητή.

4ο ϐήµα:

Κάνοντας γραµµοπράξεις δηµιουργούµε µηδενικά σε όλα τα στοιχεία της

στήλης η οποία αντιστοιχεί στη µεταβλητή που ϑα γίνει ϐασική εκτός από ένα

στοιχείο, αυτό της γραµµής που αντιστοιχεί στη µεταβλητή που ϑα γίνει µη

ϐασική, το οποίο ϑα είναι ίσο µε ένα.

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, εκτελούµε τις εξής τέσσερις γραµµοπράξ-

εις :

1. ∆ιαιρούµε τη 2η γραµµή µε 2.
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2. Πολλαπλασιάζουµε τη 2η γραµµή µε -2 και την προσθέτουµε στην 1η.

3. Πολλαπλασιάζουµε τη 2η γραµµή µε -1 και την προσθέτουµε στην 3η.

4. Πολλαπλασιάζουµε τη 2η γραµµή µε 4 και την προσθέτουµε στην 4η.

΄Ετσι προκύπτει ο παρακάτω πίνακας :

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z
2 0 1 1 −1 0 0 8 = x4

1/2 1 3/2 0 1/2 0 0 7/2 = x2

3/2 0 −1/2 0 −1/2 1 0 5/2 = x6

−1 0 4 0 2 0 1 14 = z.

Στη συνέχεια επιστρέφουµε στο 2ο ϐήµα.

Επειδή η τελευταία γραµµή έχει αρνητικό στοιχείο, το −1, το οποίο

ϐρίσκεται στην 1η στήλη, η µεταβλητή x1 ϑα γίνει ϐασική. Στην πρώτη

γραµµή έχουµε 8/2 = 4, στην δεύτερη (7/2)/(1/2) = 7 και στην τρίτη

(5/2)/(3/2) = 5/3. Το µικρότερο από αυτά είναι το 5/3 άρα η µεταβλητή

x6 ϑα γίνει µη ϐασική.

Για το σκοπό αυτό κάνουµε τις εξής γραµµοπράξεις :

1. ∆ιαιρούµε την 3η γραµµή µε 3/2.

2. Πολλαπλασιάζουµε την 3η γραµµή µε -2 και την προσθέτουµε στην

1η.

3. Πολλαπλασιάζουµε την 3η γραµµή µε -1/2 και την προσθέτουµε στην

2η.

4. Προσθέτουµε την 3η γραµµή στην 4η.

΄Ετσι προκύπτει ο παρακάτω πίνακας :

x1 x2 x3 x4 x5 x6 z
0 0 5/3 1 −1/3 −4/3 0 14/3 = x4

0 1 5/3 0 2/3 −1/3 0 8/3 = x2

1 0 −1/3 0 −1/3 2/3 0 5/3 = x1

0 0 11/3 0 5/3 2/3 1 47/3 = z.

Από αυτόν τον πίνακα ϕαίνεται ότι η ϐέλτιστη λύση είναι η

x1 = 5/3, x2 = 8/3, x3 = 0, x4 = 14/3, x5 = 0, x6 = 0

και η µέγιστη τιµή της z είναι

z = 47/3.

Επειδή στο αρχικό πρόβληµα δεν υπήρχαν οι µεταβλητές x4, x5, x6, λέµε ότι

η ϐέλτιστη λύση δίνεται όταν

x1 = 5/3, x2 = 8/3, x3 = 0.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1) Αν για την επιλογή της στήλης ή γραµµής που ϑα δώσει την εισερχόµενη

ή εξερχόµενη µεταβλητή αντίστοιχα υπάρχουν περισσότερες από µία δυνατές

επιλογές, τότε επιλέγουµε τυχαία µία από αυτές.

2) Αν κατά τη διαδικασία επιλογής της γραµµής από την οποία προκύπτει

η εξερχόµενη µεταβλητή κανένα στοιχείο δεν είναι ϑετικό, τότε αποδεικνύεται

ότι η λύση του ΠΓΠ είναι µη ϕραγµένη, δηλαδή η z µεγαλώνει απεριόριστα.

11.4 ΑΙΤΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ ΤΗΣ

ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX

Ας υποθέσουµε ότι έπειτα από κάποιο αριθµό επαναλήψεων της µεθόδου

έχουµε ϕτάσει στον παρακάτω πίνακα:

x1 · · · xs · · · xn z
a11 · · · a1s · · · a1n 0 b1 = xk1

.

.

. · · · .
.
. · · · .

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

ar1 · · · ars · · · arn 0 br = xkr

.

.

. · · · .
.
. · · · .

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am1 · · · ams · · · amn 0 bm = xkm

c1 · · · cs · · · cn 1 w = z

όπου οι ϐασικές µεταβλητές είναι οι xk1,...,xkm µε αντίστοιχες τιµές b1,...,bm

και η τρέχουσα τιµή της z είναι w. Υποθέτουµε ότι η µεταβλητή xs γίνεται

ϐασική και η xkr γίνεται µη ϐασική. Αυτό προϋποθέτει ότι ars 6= 0. Εφαρµό-

Ϲοντας τις γραµµοπράξεις του 4ου ϐήµατος της µεθόδου Simplex προκύπτει

ο εξής πίνακας :

x1 · · · xs · · · xn z
a′11 · · · 0 · · · a′1n 0 b1 − a11br/a1s = xk1

.

.

. · · · .
.
. · · · .

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a′r1 · · · 1 · · · a′rn 0 br/ars = xkr

.

.

. · · · .
.
. · · · .

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

a′m1 · · · 0 · · · a′mn 0 bm − amsbr/ars = xkm

c′1 · · · 0 · · · c′n 1 w − csbr/ars = z

Ας εξετάσουµε την τιµή της εισερχόµενης µεταβλητής xs. Είναι xs =
br/ars.

Επειδή είναι br ≥ 0 (αφού αντιστοιχεί στην τιµή της xkr η οποία είναι

µη αρνητική), για να ικανοποιείται ο περιορισµός xs ≥ 0 πρέπει να ισχύει
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ars > 0. Γι΄ αυτό το λόγο στο 3ο ϐήµα επιλέγουµε µόνο τα ϑετικά στοιχεία

αυτής της στήλης και για κάθε ϑετικό στοιχείο της στήλης αυτής διαιρούµε

το αντίστοιχο στοιχείο της τελευταίας στήλης µε το ϑετικό αυτό στοιχείο.

Οι υπόλοιπες ϐασικές µεταβλητές έχουν τιµές

xki
= bi − aisbr/ars

για i = 1, 2, ..,m µε i 6= s. Για να είναι η νέα λύση εφικτή πρέπει xki
≥ 0. Αν

για κάποιο i είναι ais < 0 τότε για αυτό το i είναι xki
≥ 0 αφού bi ≥ 0, br ≥ 0

και ars > 0. Αν όµως για κάποιο i είναι ais > 0 τότε πρέπει να ισχύει

bi − aisbr/ars ≥ 0

για να είναι xki
≥ 0. Η σχέση bi − aisbr/ars ≥ 0 γράφεται και ως

bi − aisbr/ars ≥ 0⇐⇒ br

ars

≤ bi

ais

.

Με άλλα λόγια η προηγούµενη σχέση πρέπει να ισχύει για όλα τα i για τα

οποία ais > 0 προκειµένου ο νές πίνακας να δώσει µια εφικτή λύση. Γι΄ αυτό

το λόγο επιλέγουµε το µικρότερο από τα πηλίκα που περιγράφονται στο 3ο

ϐήµα της µεθόδου Simplex.
Ας εξετάσουµε τώρα τη νέα τιµή της z. Από w που ήταν έγινε

w′ = w − csbr/ars.

Επειδή ϑέλουµε να µεγαλώσουµε την τιµή της z απαιτούµε η τιµή της

w′ − w = −csbr/ars.

να είναι όσο το δυνατόν µεγαλύτερη. Αυτό όµως ϑα απαιτούσε να συγκρί-

νουµε τις ποσότητες −csbr/ars για κάθε δυνατή τιµή των r και s, κάτι που

είναι πρακτικά αδύνατο. Αντί γι΄ αυτό, επιλέγουµε την εισερχόµενη µεταβλ-

ητή xs έτσι ώστε το cs να είναι όσο το δυνατό πιο αρνητικό. Αφού br ≥ 0 και

ars > 0 έχουµε

w′ − w = −csbr/ars ⇒ w′ − w ≥ 0.

που σηµαίνει ότι η τιµή της z δεν γίνεται µικρότερη. Γι΄ αυτό το λόγο στο 3ο

ϐήµα της µεθόδου Simplex η µη ϐασική µεταβλητή που γίνεται ϐασική είναι

αυτή της οποίας το στοιχείο της τελευταίας γραµµής είναι το µικρότερο από

όλα τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής (εκτός από το τελευταίο δεξιά).

Η σχέση w′−w = −csbr/ars συνεπάγεται επίσης ότι αν όλα τα ci είναι µη

αρνητικά, τότε η τιµή της z δεν µπορεί να αυξηθεί άλλο, οπότε έχουµε πετύχει

την ϐέλτιστη λύση που µεγιστοποιεί την z. Γι΄ αυτό το λόγο στο 2ο ϐήµα της

µεθόδου Σιµπλεξ λέµε ότι αν όλα τα στοιχεία της τελικής γραµµής είναι µη

αρνητικά (εκτός από το τελευταίο δεξιά), τότε η λύση αυτή είναι ϐέλτιστη.
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11.5 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Μεγιστοποιήστε την z = 2x1 + x2 − x3 κάτω από τους περιορισµούς

2x1 − 3x2 + x3 ≤ 2

x1 + 5x2 − 2x3 ≤ 4

2x1 − 4x2 − x3 ≤ 3

x1, x2, x3 ≥ 0.

2) Μεγιστοποιήστε την z = 3x1−2x2−x3+x4 κάτω από τους περιορισµούς

2x1 − 3x2 + x3 − x4 ≤ 6

x1 + 2x2 − x3 + 2x4 ≤ 4

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

3) Μεγιστοποιήστε-ελαχιστοποιήστε την z = x1− 2x2 +3x3 +x4 κάτω από

τους περιορισµούς

x1 − 2x2 + x3 + 3x4 ≤ 8

2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 ≤ 5

x1 + x2 − 3x3 + 4x4 ≤ 6

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

3) Μεγιστοποιήστε-ελαχιστοποιήστε την z = x1− 2x2 +3x3 +x4 κάτω από

τους περιορισµούς

x1 − 2x2 + x3 + 3x4 ≤ 8

2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 ≤ 5

x1 + x2 − 3x3 + 4x4 ≤ 6

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

4) Μεγιστοποιήστε την z = 3x1 + 2x2 µε γεωµετρική µέθοδο κάτω από

τους περιορισµούς

2x1 + 3x2 ≤ 6

2x1 − x2 ≥ 0

0 ≤ x1 ≤ 2

0 ≤ x2 ≤ 1.
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Σχήµα 11.3: x + 2y ≤ 4

[
2x+ y ≤ 4 0 ≤ x 0 ≤ y

]

O A

B

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­5

­4

­3

­2

­1

1

2

3

4

5

x

y

2x+ y ≥ 4

1
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Σχήµα 11.4: 2x1 + 3x2 ≤ 24

[
2x+ 3y ≤ 24 y ≤ 6 x− y ≤ 7

]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

2x+ 3y ≤ 24 y ≤ 6 x− y ≤ 7

1
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Κεφάλαιο 12

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΕΙΡΩΝ FOURIER

12.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

Ας υποθέσουµε ότι παραµονές των εκλογών τρεις ϕίλοι στοιχηµατίζουν για τα

αποτελέσµατα ως εξής :

A B Γ ∆ E ΛOIΠOI
1os 43% 41% 6% 4% 4% 2%
2os 41% 45% 5% 3% 3% 3%
3os 39% 41% 9% 5% 4% 2%

Αν τα αποτελέσµατα έχουν ως ακολούθως ποιος είναι ο νικητής του σ-

τοιχήµατος·

A B Γ ∆ E ΛOIΠOI
41.5% 40.9% 6.2% 4.8% 3.6% 3%

Κανείς από τους τρεις ϕίλους δεν έχει κάνει ακριβή πρόβλεψη. ΄Αρα ϑα

πρέπει να ϐρούµε ποιος έχει κάνει την καλύτερη προσέγγιση και αυτός ϑα

ϑεωρηθεί νικητής του στοιχήµατος.

Κάθε πρόβλεψη u1, u2, u3 µπορεί να ϑεωρηθεί σαν ένα στοιχείο του R6
.

Οπότε το πρόβληµα ανάγεται στο να ϐρούµε ποιο διάνυσµα είναι πιο κοντά

στο u = (41.5, 40.9, 6.2, 4.8, 3.6, 3). Φυσικά αυτό δίνεται από την Ευκλείδεια

νόρµα:

||u− v|| =
√

(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 + ... + (x5 − a5)2 + (x6 − a6)2

και τώρα πρέπει να ϐρούµε το ι ώστε ||u− uj|| ≥ ||u− ui|| για j = 1, 2, 3.

Το προηγούµενο πρόβληµα είναι µια εφαρµογή της µεθόδου των ελαχίστ-

ων τετραγώνων την οποία ϑα µελετήσουµε σ΄ αυτήν την ενότητα. Θα πρέπει

111
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να σηµειώσουµε ότι η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων εισήχθη από τον K.
F. Gauss (και ανεξάρτητα από τον A. Legendre) ο οποίος την χρησιµοποίησε

το 1801 για να προσδιορίσει την τροχιά ενός αστεροειδούς. Ας σηµειωθεί ότι

ο αστεροειδής εξαφανίστηκε πίσω από τον ήλιο και ο Gauss πρόγνωσε ότι ϑα

εµφανιστεί πάλι 10 µήνες αργότερα όπως και έγινε. Ας δούµε ακόµη ένα

παράδειγµα.

Παράδειγµα 101 Ο ιδιοκτήτης µιας εταιρείας ϐρήκε ότι τους πρώτους 5 µήνες

του έτους οι πωλήσεις είχαν τις εξής αποδώσεις : 4, 4.4, 5.2, 6.4 και 8 χιλιάδες

ευρώ. Βάζοντας τα στοιχεία στο γράφηµα πωλήσεων της εταιρείας, υποστηρίζει

ότι η καµπύλη πωλήσεων προσεγγίζεται από την καµπύλη ενός τριωνύµου. Εξ-

ηγήστε γιατί η πρόβλεψη του είναι σωστή και κάντε πρόγνωση για τις πωλήσεις

του τελευταίου µηνός του έτους.

΄Εστω ότι το Ϲητούµενο τριώνυµο είναι το f(x) = a2x
2 + a1x + a0. Πρέπει

να υπολογίσουµε τους συντελεστές ώστε το γράφηµά του να προσεγγίζει τα

σηµεία (1, 4), (2, 4.4), (3, 5.2), (4, 6.4) και (5, 8) µε τον καλύτερο τρόπο.

Ας αντικαταστήσουµε τα πέντε προηγούµενα σηµεία στην f(x) και ας

δώσουµε την αντικατάσταση υπό µορφή πινάκων:
4

4.4
5.2
6.4
8

 =


1 1 12

1 2 22

1 3 32

1 4 42

1 5 52


 a0

a1

a2

 ή y = Mv.

Προφανώς µια λύση του προηγουµένου συστήµατος ϑα σήµαινε ότι τα εν

λόγω σηµεία ϐρίσκονται επί της καµπύλης το οποίο δεν συµβαίνει απαραίτη-

τα. Θα σκεφτούµε όπως και στο προηγούµενο πρόβληµα: Θέλουµε ένα

διάνυσµα v το οποίο να ελαχιστοποιεί την απόσταση ||y − Mv||. ΄Εστω v0

ένα τέτοιο διάνυσµα. Το y είναι δεδοµένο και το Mv είναι ένας γραµµικός

συνδυασµός των στηλών του M . ΄Αρα το Mv ϐρίσκεται στον υπόχωρο που

γεννούν οι στήλες του M και το y −Mv είναι το διάνυσµα που δηλώνει την

διαφορά των δύο διανυσµάτων:

Επειδή το y−Mv0
έχει το µικρότερο µήκος ϑα είναι κάθετο στο χώρο του

M . ∆ηλαδή το εσωτερικό γινόµενο Mv και y −Mv0
ϑα είναι µηδέν.

(Mv)t(y −Mv0) = 0, ∀v.

΄Αρα vt(M ty −M tMv0) = 0, ∀v. Και αυτό ισχύει όταν

(M ty −M tMv0) = 0.
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Σχήµα 12.1: Προβολή στο χώρο στηλών

 

 y 
 

y-Mv 

Mv 

Mv
0 

Ο χώρος στηλών του Μ 

Ο 

∆ηλαδή

(12.1) M ty = M tMv0.

΄Εστω M = M tM και ο N είναι ένας 3x3 πίνακας. ΄Αρα αν ο N είναι

αντιστρέψιµος, τότε και η εξίσωση 12.1 έχει µοναδική λύση την :

v0 = (M tM)−1M ty.

Ας εφαρµόσουµε τον προηγούµενο τύπο για την περίπτωση του παραδείγ-
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µατός µας :

M =

 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 4 9 16 25




1 1 12

1 2 22

1 3 32

1 4 42

1 5 52

 ,

M t =

 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 4 9 16 25

 ,

M tM =

 5 15 55
15 55 225
55 225 979

 , (M tM)−1 =

 23
5
−33

10
1
2

−33
10

187
70

−3
7

1
2

−3
7

1
14

 ,

(M tM)−1M =

 9
5

0 −4
5
−3

5
3
5

−37
35

23
70

6
7

37
70

−23
35

1
7
− 1

14
−1

7
− 1

14
1
7

 ,

(M tM)−1My =

 4.0
−. 2
. 2

 = v0.

΄Αρα το τριώνυµο που προσεγγίζει τα πέντε δεδοµένα σηµεία µε τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων είναι το f(x) = 0.2x2−0.2x+4 και µια προσέγγιση

των κερδών του τελευταίου µήνα του έτους είναι f(12) = 30.4 χιλιάδες ευρώ.

Στη γενική περίπτωση όπου ϑέλουµε να προσεγγίσουµε n σηµεία (xi, yi)
µε ένα πολυώνυµο m ϐαθµού εστω το f(x) = amxm + ... + a1x + a0 µε τη µέ-

ϑοδο των ελαχίστων τετραγώνων ακολουθούµε τη µέθοδο του προηγουµένου

παραδείγµατος. ΄Εστω

y =

 y1
.
.
.

yn

 , M =

 1 x1 x2
1 · · · xm

1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1 xn x2
n · · · xm

n

 , v =

 a0
.
.
.

am

 .

Θεώρηµα 102 Το πολυώνυµο m-ϐαθµού το οποίο προσεγγίζει ν σηµεία (xi, yi)
µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων έχει συντελεστές οι οποίοι δίνονται από

την σχέση :  a0
.
.
.

am

 = (M tM)−1My

όταν υπάρχει ο πίνακας (M tM)−1
.
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΄Ασκηση 103 1) ∆ειξτε ότι αν M είναι ένας nxm πίνακας µε γραµµικά

ανεξάρτητες στήλες, τότε ο M tM είναι αντιστρέψιµος.

2) ∆είξτε ότι ο nx(m + 1) πίνακας M έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες αν

n > m και τουλάχιστον m + 1 από τα σηµεία x1, ..., xn είναι διακεκριµένα.

12.2 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΕΙΡΩΝ FOURIER

Αν f είναι µια άγνωστη συνάρτηση της οποίας γνωρίζουµε τις τιµές στα σηµεί-

α x1, ..., xn µπορούµε να την προσεγγίσουµε µε τη µέθοδο των ελαχίστων

τετραγώνων µε κάποιο πολυώνυµο (ανάλογα µε το σχήµα που δηµιουργούν τα

σηµεία (xi, yi) ). ΄Εστω τώρα ότι η f είναι δεδοµένη και ϑέλουµε να την προσ-

εγγίσουµε µε κάποια συνάρτηση g που είναι γνωστή. ΄Οπως προηγουµένως

ϑα πρέπει η διαφορά h = f − g να ελαχιστοποιηθεί. Ας ϑεωρήσουµε πάλ-

ι τις f και g διανύσµατα και ας Ϲητήσουµε να έχουν την ελάχιστη δυνατή

απόσταση ώστε η g να έχει και τις επι πλέον ιδιότητες που απαιτούµε. Για

να µιλήσουµε για την απόσταση µεταξύ των εν λόγω διανυσµάτων ϑα πρέπει

πρώτα να καθορίσουµε το εσωτερικό γινόµενο στον εν λόγω διανυσµατικό

χώρο. Προφανώς η συνάρτηση f ϑα πρέπει να είναι τουλάχιστον συνεχής. Ας

υπενθυµίσουµε σαυτό το σηµείο το ϑεώρηµα προσέγγισης του Weirstrass:

Θεώρηµα 104 Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο διάστηµα [a, b] µπορεί να προσ-

εγγισθεί όσο καλά ϑέλουµε και µάλιστα οµοιόµορφα µε πολυώνυµα.

΄Εστω λοιπόν C[a, b] ο χώρος των συνεχών απεικονίσεων στο διάστηµα [a, b].
Το πρόβληµα στους υπολογισµούς µπορεί να εκφρασθεί ως εξής :

∆εδοµένου του ϐαθµού n του πολυωνύµου, υπάρχει πολυώνυµο q το

οποίο ικανοποιεί την

||f − p|| ≥ ||f − q||,∀p ∈ Pn.

Εδώ Ϲητούµε λύση από έναν πεπερασµένης διάστασης υπόχωρο, Pn, του

C[a, b].
Η έννοια της απόστασης σαυτό το χώρο έρχεται από τη ϕυσική. ΄Εστω

ότι οι f και g εκφράζουν κάποια ϕυσικά µεγέθη, αφού λοιπόν Ϲητούµε η

διαφορά h = f − g να ελαχιστοποιηθεί, ϑα πρέπει η ενέργεια που εκφράζει

η h να ελαχιστοποιηθεί επίσης. Η ενέργεια όµως της h για τις περισσότερες

εφαρµογές δίνεται από ∫ b

a

[h(t)]2dt.

Είναι λοιπόν εύλογο να εξετάσουµε αν η παράσταση
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< f, g >=

∫ b

a

f(t)g(t)dt

ορίζει εσωτερικό γινόµενο στο χώρο C[a, b] το οποίο πράγµατι ισχύει.

Ορισµός 105 ΄Ενας διανυσµατικός χώρος V καλείται χώρος µε εσωτερικό

γινόµενο αν υπάρχει συνάρτηση <,>: V xV → R(C) η οποία ικανοποιεί τις

επόµενες ιδιότητες :

1) < u, v >= < v, u >,∀u, v ∈ V ,

2) < u + v, w >=< u,w > + < v + w >, ∀u, v, w ∈ V ,

3) < cu, v >= c < u, v >,∀u, v ∈ V, c ∈ R(C),
4) < u, u >≥ 0, < u, u >= 0⇔ u = 0.

Σχόλιο 106 Παρατηρούµε εδώ την αναγκαιότητα να είναι οι συναρτήσεις

συνεχείς ώστε να ισχύει η τέταρτη ιδιότητα. Επίσης υπενθυµίζουµε ότι µε αυτή

τη νόρµα ο C[a, b] δεν είναι χώρος Banach.

Μέσα στον απειροδιάστατο διανυσµατικό χώρο C[a, b] ϑα περιοριστούµε σε

πεπερασµένους υποχώρους του όπου το πρόβληµα που µας ενδιαφέρει έχει

λύση. Αναφέρουµε το ϑεώρηµα χωρίς απόδειξη : ΄Εστω Ε ένας νορµαρισµένος

χώρος και f, f1, ..., fn τυχαία στοιχεία του. Ζητήται στοιχείο g του υποχώρου

< f1, ..., fn > που γεννάται από τα προηγούµενα στοιχεία ώστε

||f − g′|| ≥ ||f − g||,∀g′ ∈< f1, ..., fn > .

Θεώρηµα 107 Κάθε πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος F ενός νορµαρισµέ-

νου χώρου E, περιέχει ένα στοιχείο g το οποίο έχει τη µικρότερη απόσταση από

ένα δεδοµένο στοιχείο f του E.

Ερχόµαστε τώρα στη συνάρτηση g η οποία προσεγγίζει την f , πρέπει να

είναι σχετικά απλή και να σχετίζεται µε ϕυσικές έννοιες όταν και η f σχετίζεται

αντίστοιχα. Τέτοιου είδους συναρτήσεις είναι τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα

τάξης n:

g(t) = c0 + c1 + ... + cn + d1 + ... + dn

Θα πρέπει λοιπόν να υπολογίσουµε τους συντελεστές ci και dj ώστε η g να

προσεγγίζει την f µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Ας µελετήσουµε

πρώτα τα πλεονεκτήµατα αυτών των πολυωνύµων.

΄Εστω W ο υπόχωρος του C[0, 2π] ο οποίος γεννάται από {cosnt, sinnt |
για κάθε n ≥ 0}. Ισχύει ότι :
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1) < cosnt, cosmt >=


0, n 6= m

1/π, n = m > 0
1/2π, n = m = 0

2) < sinnt, sinmt >=

{
0, n 6= m

1/π, n = m > 0
3) < cosnt, sinmt >= 0, n, m > 0
Προφανώς αποδείξαµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 108 Το σύνολο {1/
√

2π, 1/
√

πcosnt, 1/
√

πsinnt| για κάθε n ≥ 0}
αποτελεί ορθοκανονική ϐάση του υποχώρου W .

Το αρχικό πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση ενός διανύσµατος g από

τον W ώστε να ελαχιστοποιείται η ποσότητα f − g. Η απάντηση δίνεται

από το επόµενο ϑεώρηµα το οποίο είχαµε αποδείξει για την περίπτωση της

προσέγγισης σηµείων από συνήθη πολυώνυµο και αποτελεί ειδική περίπτωση

ενός γενικότερου ϑεωρήµατος από τη ϑεωρία των διανυσµατικών χώρων µε

εσωτερικό γινόµενο. Στη συναρτησιακή ανάλυση αυτό το πρόβληµα καλείται

το πρόβληµα προσέγγισης του Cebisov.

Θεώρηµα 109 ΄Εστω ϕ ένα διάνυσµα σ΄ έναν χώρο µε εσωτερικό γινόµενο

και Wn ένας υπόχωρος διάστασης n ο οποίος γεννάται από µια ορθοκανονική

ϐάση {g1, ..., gn}. Το διάνυσµα g του Wn το οποίο ελαχιστοποιεί την απόσταση

||f − g||, projW (f), η προβολή του f στον Wn, και δίνεται από

projW (f) =< f, g1 > g1 + ...+ < f, gn > gn

Απόδειξη. Εφόσον η απόσταση ||f − g|| είναι η µικρότερη δυνατή για

κάθε g στον υπόχωρο Wn το g ϑα είναι η προβολή της f η οποία έχει τη

Ϲητούµενη ιδιότητα όπως στο σχήµα 12.2:

΄Εστω gk τυχαίο στοιχείο της ϐάσης του Wn. Ισχύει ότι

< f − projW (f), gk >= 0⇒< f, gκ >=< projW (f), gk >

από την οπου παίρνουµε τη Ϲητούµενη σχέση.

΄Εστω τώρα

Wn =< 1/
√

2π, 1/
√

π cot s, ..., 1/
√

π cos nt, 1/
√

π sin t, ..., 1/
√

π sin nt >

και εφαρµόζουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα στον χώρο C[0, 2π].

Θεώρηµα 110 ΄Εστω f(t) συνεχής στο [0, 2π]. Η τριγωνοµετρική συνάρτηση

g(t) µε τύπο g(t) = 1/2a0 + a1 + ... + an + b1 + ... + bn η οποία ελαχιστοποιεί

την παράσταση ∫ 2π

0

[f(t)− g(t)]2dt
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Σχήµα 12.2: Προβολή σε υπόχωρο

 

f-projW(f) 

g
 

Ο χώρος Wn 

Ο 

f 

έχει συντελεστές

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos kt dt, k = 0, 1, ...

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin kt dt, k = 1, 2, ...

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα είναι άµεση εφαρµογή του προηγουµένου ϑεω-

ϱήµατος.

Είναι προφανές ότι όσο το n µεγαλώνει τόσο η προσέγγιση γίνεται

καλύτερη και µάλιστα η διαφορά ||f − g|| συγκλίνει στο µηδέν καθώς το

n προσεγγίζει το άπειρο. Η οριακή αυτή προσέγγιση συµβολίζεται µε :

g(t) = 1/2a0 +
∞∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt)

και καλείται η συνάρτηση Fourier της f(t) στο διάστηµα [0, 2π]. Το εύλογο

ερώτηµα είναι αν η προηγούµενη σειρά συγκλίνει στο f(t) για κάθε t. ∆εν ϑα

απαντήσουµε σ΄ αυτό το ερώτηµα το οποίο στη γενικότητά του είναι ιδιαίτερα

δύσκολο αλλά απλά ϑα σηµειώσουµε ότι αυτό ισχύει για τις συναρτήσεις που

µελετάµε.
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Το νόηµα της προηγούµενης εξίσωσης είναι ότι η επόµενη εξίσωση∫ 2π

0

[f(t)− 1/2a0 −
n∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt)]2dt

συγκλίνει στο µηδέν καθώς το n προσεγγίζει το άπειρο.

Εδώ ϑα πρέπει να προσέξουµε δύο ουσιώδεις έννοιες ισότητας : α) Μια

συνάρτηση f ταυτίζεται µε τη σειρά Fourier της σαν διανύσµατα στο χώρο των

συνεχών συναστήσεων ∫ 2π

0

[f(t)− g(t)]2dt = 0

Μπορεί όµως να ισχύει f(t0) 6= g(t0) για κάποιο t0.
ϐ) f(t) = 1/2a0 +

∑∞
k=1(ak cos kt + bk sin kt) για κάθε t στο πεδίο ορισ-

µού. Αυτή η έννοια είναι πολύ πιο ισχυρή και δεν ισχύει για κάθε συνεχή

συνάρτηση.

Παράδειγµα 111 ΄Εστω ότι ένα ηχητικό κύµα το οποίο είναι περιοδικό δίνεται

από τον τύπο

p(t) =
2A

T
(
T

2
− t)

µεταξύ 0 και T = 1/5000 και στη ϑέση µηδέν η πίεση είναι η συνήθης ατ-

µοσφαιρική ενώ η µέγιστη τιµή της είναι A. Επίσης η ϐασική συχνότητα είναι

5000cps. Επειδή η ανθρώπινη ακοή είναι ένα γραµµικό σύστηµα, δηλαδή κάθε

πεπλεγµένο ηχητικό κύµα το αναλύει σε πεπερασµένο αριθµό απλών ηµιτο-

νοειδών κυµάτων:

q(t) = A0 + A1 sin ω1(t− δ1) + A2 sin ω2(t− δ12) + ... + An sin ωn(t− δn)

όπου q(t) εκφράζει την πίεση στο τύµπανο, A0 είναι η συνήθης ατµοσφαιρική

πίεση, Ai είναι η µέγιστη πίεση,
ωi

2π
η συχνότητα σε κύκλους ανά δευτερόλεπτο

και δi η διαφορά ϕάσεως του αντιστοίχου ηµιτονοειδούς κύµατος, ϑα προσεγ-

γίσουµε την p(t) µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιώντας το

αρχικό κοµµάτι της αντίστοιχης σειράς Fourier. ΄Εχουµε λοιπόν σύµφωνα µε

το ϑεώρηµα:

a0 =
2

T

∫ T

0

p(t)dt =
2

T

∫ T

0

2A

T
(
T

2
− t)dt = 0

ak =
2

T

∫ T

0

p(t) cos
2kπt

T
dt =

2

T

∫ T

0

2A

T
(
T

2
− t) cos

2kπt

T
dt = 0, k = 1, 2...

bk =
2

T

∫ T

0

p(t) sin
2kπt

T
dt =

2

T

∫ T

0

2A

T
(
T

2
− t) sin

2kπt

T
dt =

2A

kπ
, k = 1, 2...
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Επειδή το εύρος της ανθρώπινης συχνότητας είναι από 20 έως 20000cps και

η συχνότητα δίνεται από
k
T

, αρκεί να περιορίσουµε το k µέχρι και 4. ΄Αρα η

προσέγγιση δίνεται από :

q(t) =
2A

π
[sin

2π

T
t +

1

2
sin

4π

T
t +

1

4
sin

6π

T
t +

1

6
sin

8π

T
t]

Στο επόµενο σχήµα ϐλέπουµε τη διαφορά των δυο συναρτήσεων. Προς χάριν

απλότητας ϑέτουµε A = 1.

12.3 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Τα έσοδα µιας ϐιοτεχνίας για τους πέντε πρώτους µήνες κάποιου έτους

είναι 4, 4.4, 5.2, 6.4 και 8 χιλίαδες ευρώ. Βρείτε ένα δυώνυµο το οποίο

προσεγγίζει τις πιο πάνω τιµές µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και

κάντε µια πρόγνωση για τα έσοδα του 12ου µηνός.

2) Βρείτε το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο τάξης n το οποίο προσεγγίζει µε

τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τη συνάρτηση

f(t) =

{
t, T/2 ≥ t ≥ 0

T − t, T ≥ t ≥ T/2

3) Βρείτε το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο τάξης n το οποίο προσεγγίζει µε

τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τη συνάρτηση

f(t) =

{
0, T/2 ≥ t ≥ 0
1, T ≥ t ≥ T/2
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Σχήµα 12.3: Προσέγγιση µε Fourier

2
π

(
sin 2πx+ 1

2 sin 4πx+
1
4 sin 6πx+

1
6 sin 8πx

)
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Κεφάλαιο 13

ΧΑΟΣ

Με τη λέξη χάος συνήθως περιγράφουµε ανεξέλεγκτες καταστάσεις. Πα-

ϱαδείγµατος χάριν, αν σε µία κεντρική διασταύρωση οι ϕωτεινοί σηµατοδότες

πάψουν να λειτουργούν κατά τις ώρες αιχµής, τότε η λέξη που ϑα αποδίδει

καλύτερα την κατάσταση είναι χάος.

Ας δούµε όµως µαθηµατικά τι είναι το χάος.

΄Οταν ένα τµήµα πεζικού διασχίζει µία γέφυρα, οι στρατιώτες ϐαδίζουν

ελεύθερα χωρίς ϐηµατισµό κι αυτό γιατί η µικρή ταλάντωση που µπορεί να

προκληθεί είναι δυνατόν να προκαλέσει συντονισµό και την καταστροφή της

γέφυρας.

Τα χαοτικά συστήµατα χαρακτηρίζονται από τέτοιου είδους ϕαινόµενα

όπου ’µικρές ταλαντώσεις’ δηµιουργούν µεγάλα αποτελέσµατα. Αυτή η δρα-

µατική εξέλιξη ενός χαοτικού συστήµατος περιγράφεται στο τέλος της ενότη-

τας.

Τα χαοτικά δυναµικά συστήµατα διαιρούνται σε γραµµικά και µη-

γραµµικά. Η δεύτερη κατηγορία είναι πιο σηµαντική και πολύπλοκη και

η πλειοψηφία των ϕαινοµένων στη ϕύση υπάγεται σε αυτή. Η πρώτη κατη-

γορία όµως χρησιµοποιείται και σαν µία προσέγγιση της δεύτερης αφού µα-

ϑηµατικά µπορούµε να την µελετήσουµε ευκολότερα. Οι διαφορικές εξισώ-

σεις οι οποίες υπεισέρχονται στην δεύτερη κατηγορία είναι µη-γραµµικές κι

ιδιαίτερα δύσκολες.

Το 1963 ο Edward Lorenz µελετώντας ένα µοντέλο για την ατµόσφαιρα

παρατήρησε το ϕαινόµενο του χάους.

Η λέξη χάος χρησιµοποιήθηκε αρχικά στα µαθηµατικά το 1975 από τους

Tien -Yien Li και James Yorke σε ένα άρθρο τους µε τίτλο ’’Period Three Im-
plies Chaos’’. Ο όρος πλέον χρησιµοποιείται για να περιγράψει την συµπερ-

ιφορά ορισµένων µαθηµατικών απεικονίσεων και ϕυσικών ϕαινοµένων που

κατά πρώτη µατιά ϕαίνονται να συµπεριφέρονται τυχαία, αλλά στη πραγ-

µατικότητα έχουν ένα ελλοχεύον σηµείο τάξης (π.χ. παραγωγή τυχαίου αριθ-

123



124 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13. ΧΑΟΣ

µού, κάρτες µετάθεσης, καρδιακή αρρυθµία, ϕτερά αεροπλάνου, αποκλίσεις

στην τροχιά Pluto κ.α.).

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε µόνο γραµµικά µοντέλα και ϑα

αναπτύξουµε µια ιδιαίτερη χαοτική απεικόνιση γνωστή ως Arnold’s cat map
(απεικόνιση γατών του Arnold), προερχόµενη από τον Ρώσο µαθηµατικό

Vladimir I. Arnold ο οποίος έδωσε µια περιγραφή της χαοτικής απεικόνισης

χρησιµοποιώντας ένα σχήµα γάτας.

13.1 Η ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗ ΓΑΤΩΝ ΤΟΥ ARNOLD

Για να περιγράψουµε την απεικόνιση γατών του Arnold χρειάζεται να

ϑυµηθούµε µερικές έννοιες για τους µοδυλο αριθµούς. Εάν x ∈ R, τότε

η ’πρόταση’ xmod1 δείχνει τον µοναδικό αριθµό στο διάστηµα [0, 1) που δι-

αφέρει από το x κατά έναν ακέραιο. Για παράδειγµα

2.3mod1 = 0.3, 0.9mod1 = 0.9,−3.7mod1 = 0.3, 2mod1 = 0.

Σχόλιο 112 Εάν το x είναι ένας µη αρνητικός αριθµός τότε το xmod1 είναι

απλά το δεκαδικό µέρος του x, ενώ στη περίπτωση όπου το x είναι ένας αρν-

ητικός αριθµός τότε το xmod1 ισοδυναµεί µε τον αριθµό (έστω y) µε y ∈ [0, 1)
όπου y = ([x] + 1) + x. Εδώ [x] είναι το ακέραιο µέρος του x.

−4.8mod1 = (4 + 1) + (−4.8) = 0.2

Ορισµός 113 ΄Εστω (x, y) ένα διαταγµένο Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών, η

’πρόταση’ (x, y)mod1 ισοδυναµεί µε (xmod1, ymod1).

(2.3,−7.9) mod1 = (0.3, 0.1)

Παρατηρούµε ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό x, το σηµείο xmod1
ϐρίσκεται στο διάστηµα [0, 1), ενώ για κάθε διαταγµένο Ϲεύγος πραγµατικών

αριθµών (x, y) το σηµείο (x, y)mod1 ϐρίσκεται στο µοναδιαίο τετράγωνο

S = {(x, y)|0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1}.

Τέλος παρατηρούµε ότι το ανώτερο όριο και το δεξί όριο του τετραγώνου

{(x, 1), (1, y)|0 ≤ x, y ≤ 1}

δεν συµπεριλαµβάνονται στο Σ.
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Ορισµός 114 Η απεικόνιση γατών του Arnold, είναι ένας µετασχηµατισµός

Γ : R2 → R2

που καθορίζεται από τον τύπο

Γ(x, y) = (x + y, x + 2y)mod1.

Η προηγούµενη απεικόνιση σε µορφή πινάκων γίνεται

(1) Γ

(
x
y

)
=

(
1 1
1 2

) (
x
y

)
mod1

Για να καταλάβουµε καλύτερα τη γεωµετρική ερµηνεία της απεικόνισης

γατών του Arnold, είναι χρήσιµο να γράψουµε την (1) στη µορφή:

Γ

(
x
y

)
=

(
1 0
1 1

) (
1 1
0 1

) (
x
y

)
mod1

η οποία εκφράζει την απεικόνιση γατών του Arnold ως σύνθεση µιας ανά-

τρεξης στην x-κατεύθυνση µε τον παράγοντα 1, ακολουθούµενη από µια

ανάτρεξη στην y-κατεύθυνση µε τον παράγοντα 1. Επειδή ο υπολογισµός του

µετασχηµατισµού είναι mod1, η Γ αντιστοιχεί όλα τα σηµεία της εικόνας (στον

R2
) στο µοναδιαίο τετράγωνο Σ όπως ορίστηκε προηγουµένως. Παρακάτω ϑα

εξηγήσουµε την συµπεριφορά της απεικόνισης γατών του Arnold στο µοναδι-

αίο τετράγωνο Σ όπως ϕαίνεται στην εικόνα 13.1 η οποία περιέχει την εικόνα

µιας γάτας.

Ισχυρισµός 115 ∆εν παίζει κανένα ϱόλο εάν οι υπολογισµοί mod1 πραγ-

µατοποιούνται µετά από κάθε ανάτρεξη ή πραγµατοποιούνται στο τέλος.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε ότι ισχύει : αν για a, b, c, d τυχαίους

πραγµατικούς αριθµούς ισχύει a = bmod1 και c = dmod1, τότε ισχύει a+c =
(b + d) mod1. Πραγµατικά αφού a = bmod1 ⇔ a − b = [a] (*). Επίσης

εφόσον c = dmod1⇔ c− d = [c](**). Προσθέτοντας τις (*) και (**) κατά µέλη

παίρνουµε

(a− b) + (c− d) = [a] + [c]⇔ (a + c)− (b + d) = [a] + [c]⇔

a + c = (b + d) mod1.

Αφού ο [a] + [c] είναι ακέραιος. Ανάλογα εργαζόµαστε και για αρνητικούς

αριθµούς.
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Σχήµα 13.1:

 

Θα παρουσιάσουµε παρακάτω και τις δυο µεθόδους µε µορφή αλγορί-

ϑµων, µε πρώτη αυτή που ο υπολογισµός modulo 1 πραγµατοποιείται στο

τέλος. Τα ϐήµατα είναι τα ακόλουθα :

Αλγόριθµος 1

Βήµα 1: Ανάτρεξη στην ξ-κατεύθυνση µε τον παράγοντα 1 (εικόνα 13.1

b) :

(x, y)→ (x + y, y)

ή σε µορφή πινάκων: (
1 1
0 1

) (
x
y

)
=

(
x + y

y

)
.

Βήµα 2: Ανάτρεξη στην y-κατεύθυνση µε τον παράγοντα 1 (εικόνα 13.1

c) :

(x, y)→ (x, x + y)

ή σε µορφή πινάκων: (
1 0
1 1

) (
x
y

)
=

(
x

x + y

)
.

Βήµα 3: Επανασυναρµολόγηση µέσα στο Σ (εικόνα 13.1 d) :

(x, y)→ (x, y)mod1

Η γεωµετρική ερµηνεία του modulo 1 είναι να χωριστεί το παραλληλό-

γραµµο του σχήµατος 13.1 1c και να επανασυναρµολογηθούν εκ νέου τα

κοµµάτια στο Σ όπως ϕαίνεται στην εικόνα 13.1 d.
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Για την αντίστοιχη εφαρµογή της απεικόνισης γατών του Arnold στους

υπολογιστές, είναι προτιµότερο να εκτελείται η modulo 1 διαδικασία σε κά-

ϑε ϐήµα ξεχωριστά, παρά στο τέλος. Με αυτή τη προσέγγιση, υπάρχει µια

επανασυναρµολόγηση σε κάθε ϐήµα, αλλά το τελικό αποτέλεσµα (η τελικά

µορφή του Σ) είναι το ίδιο.

Τα ϐήµατα του αντίστοιχου αλγορίθµου, είναι τα ακόλουθα :

Αλγόριθµος 2

Βήµα 1: Ανάτρεξη στη x-κατεύθυνση µε τον παράγοντα 1, που ακολου-

ϑείται από µια επανασυναρµολόγηση στο Σ (εικόνα 13.2 b):

(x, y)→ (x + y, y)mod1.

Βήµα 2: Ανάτρεξη στη y-κατεύθυνση µε τον παράγοντα 1, που ακολου-

ϑείται από µια επανασυναρµολόγηση στο Σ (εικόνα 13.2 c):

(x, y)→ (x, y + y)mod1.

Σχήµα 13.2:

 

13.2 ΕΠΑΝΑΛΑΜΒΑΝΟΜΕΝΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

Οι χαοτικές χαρτογραφήσεις όπως η απεικόνιση γατών του Arnold προκύπ-

τουν συνήθως σε ϕυσικά ϕαινόµενα / µοντέλα στα οποία µια λειτουργία εκ-

τελείται επανειληµµένα. Παραδείγµατος χάριν, τα χαρτιά της τράπουλας

αναµιγνύονται από τις επαναλαµβανόµενες µεταθέσεις, το χρώµα αναµιγνύε-

ται από το επαναλαµβανόµενο ανακάτεµα και ούτω καθεξής. Κατά συνέπεια,

ενδιαφερόµαστε να µελετήσουµε την επίπτωση στο Σ των επαναλαµβανόµενων

εφαρµογών (ή επαναλήψεων) της απεικόνισης γατών του Arnold.
Η εικόνα 13.3, η οποία παρήχθη σε έναν υπολογιστή, απεικονίζει 25

επανειληµµένες εφαρµογές της απεικόνισης γατών του Arnold επάνω στη γά-

τα, στο µοναδιαίο τετράγωνο Σ. ∆υο ενδιαφέροντα ϕαινόµενα παρατηρούνται

:
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Η γάτα επιστρέφει στην αρχική µορφή της στην 25η επανάληψη.

Σε µερικές από τις ενδιάµεσες επαναλήψεις, η γάτα αποσυντίθεται σε ϱαβ-

δώσεις που ϕαίνεται να έχουν µια συγκεκριµένη κατεύθυνση.

Σκοπός µας είναι να µελετήσουµε αυτά τα ϕαινόµενα.

Σχήµα 13.3:
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13.3 ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ

Ο πρώτος µας στόχος είναι να εξηγήσουµε γιατί η γάτα στην εικόνα 13.3,

επιστρέφει στην αρχική της διαµόρφωση, στην 25η επανάληψη. Για αυτόν το

λόγο ϑα µας ϐοηθήσει το να σκεφτούµε την εικόνα πάνω στους xy- άξονες ως

µια ανάθεση χρωµάτων στα σηµεία των αξόνων.

Σχήµα 13.4:

 
 

Για τις εικόνες που παράγονται σε µια οθόνη υπολογιστή ή άλλη ψηφι-

ακή συσκευή, οι περιορισµοί που υπάρχουν (λόγω δυνατοτήτων του υπολ-

ογιστή ή αντίστοιχα άλλης ψηφιακής συσκευής), έχουν σαν αποτέλεσµα να

χωρίζεται η εικόνα σε µικρά τετράγωνα, τα οποία ονοµάζονται pixels. Πχ,

στις παραγόµενες από υπολογιστή εικόνες, στην εικόνα 13.3, το µοναδιαίο

τετράγωνο Σ διαιρείται σε ένα πλέγµα µε 101 pixels ανά πλευρά (άρα συνο-

λικά σ΄ αυτό το τετράγωνο ϑα έχουµε 10.201 pixels), κάθε ένα από τα οποία

είναι µαύρο ή άσπρο (εικόνα 13.4). Η εικόνα που δηµιουργείται από την

ανάθεση των χρωµάτων στα pixels, ονοµάζεται

pixel map: (pixel απεικόνισης)→ (εικόνα pixel).
΄Οπως ϕαίνεται στην εικόνα 13.5, σε κάθε pixel του Σ, µπορεί να ανατεθεί

ένα µοναδικό Ϲεύγος συντεταγµένων της µορφής (m/101, n/101) που προσ-

διορίζει την κάτω αριστερή γωνία του pixel, όπου τα m και n είναι ακέραιοι

στο διάστηµα [0, 100].
Καλούµε τα σηµεία αυτά pixel points λόγω του ότι κάθε τέτοιο σηµείο

προσδιορίζει ένα µοναδικό pixel. Αντί της συγκεκριµένης περίπτωσης, όπου

το Σ διαιρείται σε 101 pixels ανά πλευρά, ας εξετάσουµε τη γενικότερη

περίπτωση, κατά την οποία το Σ διαιρείται σε p pixels ανά πλευρά. Κατά

συνέπεια, κάθε εικόνα pixel στο Σ, αποτελείται από p2 pixels που δηµιουρ-

γούνται αν χωρίσουµε και στους δύο άξονες (τους x και y) σε 1/p ίσα διαστή-

µατα αντίστοιχα. Τα σηµεία pixel (pixel points) στο Σ έχουν συντεταγµένες

της µορφής (m/p, n/p), όπου m και n είναι ακέραιοι στο διάστηµα [0, p− 1].
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Σχήµα 13.5:

 

  

Μελετώντας την απεικόνιση γατών του Arnold κάθε pixel σηµείο του Σ,

µετασχηµατίζεται σε ένα άλλο pixel σηµείο του Σ. Για να καταλάβουµε γιατί

συµβαίνει αυτό, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η εικόνα του σηµείου pixel
(m/p, n/p) µέσω του µετασχηµατισµού Γ, δίνεται σε µορφή πινάκων από :

(2) Γ

(
m/p
n/p

)
=

(
1 1
1 2

) (
m/p
n/p

)
mod1 =

(
(m + n)/p
(m + 2n)/p

)
mod1.

Το διατεταγµένο Ϲεύγος ((m + n)/p, (m + 2n)/p)mod1, είναι της µορφής

(m′/p, n′/p), όπου τα m′
και n′ είναι ακέραιοι αριθµοί που ανήκουν στο

διάστηµα [0, p − 1]. Συγκεκριµένα, τα m′
και n′ είναι τα υπόλοιπα των δι-

αιρέσεων (m + n)/p και (m + 2n)/p αντίστοιχα. Συνεπώς, κάθε σηµείο µέσα

στο Σ, της µορφής (m/p, n/p), απεικονίζεται σε ένα άλλο σηµείο της ίδιας

µορφής.

΄Ετσι, επειδή η απεικόνιση γατών του Arnold µετασχηµατίζει κάθε σηµείο

pixel του Σ σε ένα άλλο σηµείο pixel του Σ και επειδή υπάρχουν µόνο p2

διαφορετικά σηµεία στο Σ, είναι προφανές, ότι οποιοδήποτε δεδοµένο σηµείο

pixel κι αν πάρουµε αυτό πρέπει να επιστρέψει στην αρχική του ϑέση, µετά

από p2 + 1 το πολύ επαναλήψεις.

Εάν p = 76, τότε από τη (2), ϑα έχουµε :

Γ

(
m/76
n/76

)
=

(
(m + n) /76
(m + 2n) /76

)
mod1.

Σε αυτή τη περίπτωση οι διαδοχικές επαναλήψεις του σηµείου (27/76, 58/76),
είναι :
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0 1 2 3(
27/76
58/76

)
→

(
9/76
67/76

)
→

(
0/76
67/76

)
→

(
67/76
58/76

)
→

4 5 6(
49/76
31/76

)
→

(
4/76
35/76

)
→

(
39/76
74/76

)
→

7 8 9(
37/76
35/76

)
→

(
72/76
35/76

)
→

(
27/76
58/76

)
.

Επειδή το σηµείο επιστρέφει στην αρχική του ϑέση στην ένατη εφαρµογή

του µετασχηµατισµού της απεικόνισης γατών του Arnold (αλλά όχι πιο σύν-

τοµα), ϑα λέµε ότι το σηµείο αυτό έχει περίοδο 9, και το σύνολο των 9 αυτών

ξεχωριστών επαναλήψεων του σηµείου ϑα καλείται 9-κύκλος. Η εικόνα 13.6

δείχνει τον συγκεκριµένο 9-κύκλο µε αυτό το αρχικό σηµείο (αντιστοιχεί στο

0), και τις διαδοχικές επαναλήψεις του σηµείου αυτού (τα σηµεία 1,2,...,8 ,

αντίστοιχα).

Σχήµα 13.6:

  

Γενικά, ένα σηµείο που επιστρέφει στην αρχική του ϑέση µετά από n ε-

ϕαρµογές της απεικόνισης γατών του Arnold (αλλά δεν επιστρέφει σε λιγότερο

από n εφαρµογές), ϑα λέµε ότι έχει περίοδο n και το σύνολο των ξεχωριστών

αυτών ν επαναλήψεων, ϑα το ονοµάζουµε n-κύκλος. Η απεικόνιση γατών του

Arnold απεικονίζει το σηµείο (0, 0) στο σηµείο (0, 0), έτσι αυτό το σηµείο έχει

περίοδο 1. Σηµεία µε περίοδο 1 ονοµάζονται επίσης και σταθερά σηµεία.
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Ισχυρισµός 116 Το σηµείο (0, 0) είναι το µόνο σταθερό σηµείο της απεικόν-

ισης γατών του Arnold.

Απόδειξη. Πραγµατικά, έστω ένα σηµείο (x0, y0) µε x0 και y0, να είναι της

µορφής m/p και n/p αντίστοιχα, σύµφωνα µε όσα προαναφέραµε. Θέλουµε

να δείξουµε, ότι το (0, 0) είναι το µόνο σταθερό σηµείο της απεικόνισης γατών

του Arnold. ∆ηλαδή, σύµφωνα µε τον ορισµό των σταθερών σηµείων που

δώσαµε, είναι το µόνο σηµείο το οποίο µε τη πρώτη εφαρµογή του µετασχη-

µατισµού της απεικόνισης γατών του Arnold, επιστρέφει στο ίδιο σηµείο.

∆ηλαδή, ισχύει (
x0

y0

)
=

(
1 1
1 2

) (
x0

y0

)
mod1.

΄Εστω ότι υπάρχει κι άλλο σηµείο µε αυτή την ιδιότητα. Επειδή m, n ακέραιοι

από το διάστηµα [0, p − 1], τα x0 και y0, όπως γνωρίζουµε, σαν σηµεία pixel
ϑα είναι αριθµοί από το διάστηµα [0, 1) (χωρίς τα m και n να είναι ταυτόχρονα

0). Αν το µεταφέρουµε σε µορφή πινάκων µε τις συντεταγµένες αναλυτικά,

έχουµε :

(3)

(
m/p
n/p

)
=

(
1 1
1 2

) (
m/p
n/p

)
mod1 =

(
(m + n)/p
(m + 2n)/p

)
mod1 =(

(m + n)/pmod1
(m + 2n)/pmod1

)
=

(
m/pmod1 + n/pmod1
m/pmod1 + 2n/pmod1

)
(

m/p
n/p

)
=

(
m/pmod1 + n/pmod1
m/pmod1 + 2n/pmod1

)
.

΄Αρα n = kp και m = wp, όπου k, w = 0, 1, 2, .... Αυτό όµως είναι άτοπο,

αφού m,n ∈ [0, p − 1) χωρίς και τα δυο ταυτόχρονα να είναι 0. Καταλήξαµε

σε άτοπο, έχοντας κάνει την υπόθεση ότι υπάρχει κι άλλο σηµείο, εκτός του

(0, 0) που να είναι σταθερό. ΄Αρα το µοναδικό σταθερό σηµείο είναι το (0, 0).
΄Ενας άλλος τρόπος που µπορούµε να το δούµε αυτό το συµπέρασµα,

είναι ο επόµενος.

΄Εστω x = (x0, y0) . Από τη σχέση 3, το διατεταγµένο Ϲεύγος ((m +
n)/p, (m + 2n)/p)mod1, είναι της µορφής (m′/p, n′/p), όπου τα m′

και n′

είναι ακέραιοι αριθµοί που ανήκουν στο διάστηµα [0, p− 1]. Συγκεκριµένα,

τα m′
και n′ είναι τα υπόλοιπα των διαιρέσεων (m + n)/p και (m + 2n)/p

αντίστοιχα. ΄Αρα πρέπει να ισχύει m = m′
και n = n′. Αυτό ισχύει αν και

µόνο αν

x = Cx⇔ (I − C) x = 0⇔
(

0 −1
−1 1

)
x =

(
0
0

)
.

Καταλήγουµε σε ένα οµογενές σύστηµα του οποίου η ορίζουσα είναι −1. ΄Αρα

έχει µόνο τη µηδενική λύση, και άρα µόνο το σηµείο (0, 0) το επαληθεύει.



13.4. ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ ΚΑΙ ΠΛΑΤΟΣ ΤΩΝ PIXELS 133

13.4 ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ ΚΑΙ ΠΛΑΤΟΣ ΤΩΝ PIXELS

Εάν P1 και P2 είναι σηµεία µε περιόδους q1 και q2 αντίστοιχα, τότε το P1

επιστρέφει στην αρχική του ϑέση µετά από q1 επαναλήψεις (αλλά όχι νωρίτ-

ερα), και το P2 επιστρέφει στην αρχική του ϑέση µετά από q2 επαναλήψεις

(αλλά όχι πιο σύντοµα). Κατά συνέπεια, και τα δύο σηµεία επιστρέφουν σ-

τις αρχικές τους ϑέσεις ταυτόχρονα, για οποιονδήποτε αριθµό επαναλήψεων

είναι κοινό πολλαπλάσιο των q1 και q2. Γενικά, για µια εικόνα pixel, µε p2

σηµεία pixel της µορφής (m/p, n/p), ορίζουµε ως Π(p) το ελάχιστο κοινό πολ-

λαπλάσιο των περιόδων όλων των σηµείων pixel της εικόνας. ∆ηλαδή, Π(p)
είναι ο µικρότερος ακέραιος αριθµός που διαιρείται από όλες τις περιόδους.

Είναι προφανές ότι η εικόνα pixel ϑα επιστρέψει στην αρχική της διαµόρφωση

σε Π(p) επαναλήψεις της απεικόνισης γατών του Arnold, αλλά όχι νωρίτερα.

Για αυτό το λόγο, ορίζουµε τον αριθµό Π(p) ως περίοδο της pixel εικόνας.

Και τώρα ήρθε η στιγµή να διαπιστώσουµε γιατί η γάτα στην εικόνα

13.3, επιστρέφει στην αρχική της διαµόρφωση µετά από 25 επαναλήψεις.

Θυµίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός που εκτελείται στην απεικόνιση γατών του

Arnold είναι ο :

Γ

(
x
y

)
=

(
1 1
1 2

) (
x
y

)
mod1.

Ο πίνακας του είναι ο

C =

(
1 1
1 2

)
.

Μετά από 25 ακριβώς επαναλήψεις, ϐρίσκουµε ότι

C25 =

(
7.778742049 12.586269025
12.586269025 20.365011074

)
.

όπου ο αριθµός 12.586269025 διαιρείται από το 101 ακριβώς, και οι αριθ-

µοί 7.778742049 και 20.365011074 όταν διαιρεθούν µε το 101 αφήνουν

υπόλοιπο 1. Υπενθυµίζουµε ότι παίρνουµε το 101, γιατί σε τόσα pixels
χωρίσαµε την εικόνα της γάτας. ΄Αρα :(

m
101
n

101

)
=

(
7.778742049 12.586269025
12.586269025 20.365011074

) (
m
101
n

101

)
mod1

(
m
101
n

101

)
=(

(7.778742049m/101) mod1 (12.586269025n/101) mod1
(12.586269025m/101) mod1 (20.365011074n/101) mod1

)
=
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m
101
n

101

)
.

΄Αρα στην 25η επανάληψη όλα τα σηµεία pixels ϑα επιστρέψουν στην αρ-

χική τους ϑέση. Προφανώς δε µπορεί κάποιο σηµείο να έχει περίοδο αριθµό

µη-διαιρέτη του 25. ∆ιότι αν είχε, τότε στην 25η επανάληψη δε ϑα επέστρεφε

στην αρχική του ϑέση, πράγµα που είναι αδύνατο µε όσα προαναφέραµε.

΄Αρα οι πιθανές περίοδοι των σηµείων ϑα είναι 1 (το σηµείο (0, 0)), 5 ή 25. Και

Π(p) = EKΠ(1, 5, 25) = 25 που µας επιβεβαιώνει το γεγονός της επιστροφής

της εικόνας της γάτας στην αρχική της µορφή.

Η εικόνα 13.7, µας δείχνει πώς η περίοδος µιας εικόνας pixel, ποικίλλει

ανάλογα µε τον αριθµό p. Ενώ η γενική τάση για την περίοδο είναι να αυξάνε-

ται καθώς το p αυξάνει, υπάρχει ένα εκπληκτικό ϕαινόµενο παρατυπίας όπως

ϐλέπουµε στη γραφική παράσταση. ∆ηλαδή, δεν υπάρχει καµία απλή λει-

τουργία που να προσδιορίζει ή προβλέπει αυτή τη σχέση. Ενδεικτικά αναφέρ-

ουµε ότι από κάποια µελέτη των Dyson and H. Falk το 1992, παρατηρήθηκαν

τα εξής αποτελέσµατα:

ι) Π(p) = 3p⇐⇒ p = 2 · 5k
, για κ = 1, 2,....

ιι) Π(p) = 2p⇐⇒ p = 5k
, για κ = 1, 2,... , ή p = 6 · 5k

, για κ = 0,1,2,....

ιιι) Π(p) ≤ 12p/7 , για κάθε άλλη περίπτωση του p.

Σχήµα 13.7:

 

  

Αν και µια εικόνα µε p pixels ανά πλευρά δεν επιστρέφει ποτέ στην αρ-

χική της διαµόρφωση πριν πραγµατοποιηθούν Π(p) επαναλήψεις, διάφορα
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απροσδόκητα ϕαινόµενα µπορούν να εµφανιστούν σε ενδιάµεσες επαναλήψε-

ις. Για παράδειγµα, στην εικόνα 13.8, ϐλέπουµε µια ϕωτογραφία σε pixel
µε p = 250 pixels ανά πλευρά του διάσηµου Ουγγρικο-Αµερικανού µα-

ϑηµατικού John von Neumann. Συγκεκριµένα p = 250 = 2 · 53
, άρα

Π(250) = 3p = 3 · 250 = 750. ΄Αρα η pixel εικόνα, ϑα επιστρέψει στη-

ν αρχική της µορφή µετά από ακριβώς 750 επαναλήψεις της απεικόνισης

γατών του Arnold (αλλά όχι νωρίτερα). Εντούτοις, µετά από 375 επαναλήψε-

ις (επί συνόλου 750), η pixel εικόνα ϑα έχει αναποδογυρίσει, και αµέσως µετά

από 375 επαναλήψεις η εικόνα pixel ϑα επιστρέψει στην αρχική της µορφή.

Επιπλέον, υπάρχουν πάρα πολλά σηµεία pixel µε αντίστοιχες περιόδους αρ-

ιθµούς διαιρέτες του 750 έτσι ώστε να παρατηρούµε εικόνες ’φαντάσµατα’

της αρχικής εικόνας, που στο ϐάθος να σκιαγραφείται η αρχική εικόνα. Για

παράδειγµα στην εικόνα 13.8, αυτό ϕαίνεται µετά από 125 επαναλήψεις ή

250. Τέλος, παρατηρούµε ότι µετά από 195 επαναλήψεις, οι πολυάριθµες

µικρογραφίες της αρχικής οµοιότητας εµφανίζονται στις διαγώνιες σειρές.

Σχήµα 13.8:
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13.5 ΤΟ ΠΛΑΚΟΣΤΡΩΜΕΝΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο

Ο επόµενος στόχος µας είναι να εξηγήσουµε την αιτία της ύπαρξης των γραµ-

µικών ϱαβδώσεων που εµφανίζονται στην εικόνα 13.3. Για αυτόν το λόγο

ϑα πρέπει να δούµε την απεικόνιση γατών του Arnold µε διαφορετικό τρόπο.

΄Οπως παρατηρούµε η απεικόνιση γατών του Arnold δεν είναι ένας γραµµικός

µετασχηµατισµός εξαιτίας της παρουσίας του modulo 1. Εντούτοις, υπάρχει

ένας εναλλακτικός τρόπος να καθορίσουµε την απεικόνιση γατών του Arnold,

ο οποίος να αποφεύγει το mod1 µέσα από τον µετασχηµατισµό και να οδηγεί

έτσι σε έναν γραµµικό µετασχηµατισµό. Για να το πετύχουµε αυτό, ας ϕαν-

ταστούµε το µοναδιαίο τετράγωνο Σ (που περιέχει την εικόνα της γάτας) σαν

ένα ’πλακάκι’ και ας υποθέσουµε ότι ολόκληρη η xy-εικόνα είναι καλυµµένη

µε τέτοια ’πλακάκια’, όπως ϕαίνεται στην εικόνα 13.9. Λέµε ότι η xy-εικόνα

έχει πλακοστρωθεί (καλυφθεί από τέτοια ’πλακάκια’) µε το µοναδιαίο τετράγ-

ωνο. Εάν εµείς εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό, χωρίς αυτή τη ϕορά το

mod1, δηλαδή αν εφαρµόσουµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό σε ολόκληρη

την πλακοστρωµένη εικόνα, µπορεί να αποδειχτεί ότι το µέρος της εικόνας

που ϐρίσκεται µέσα στο µοναδιαίο τετράγωνο Σ ϑα είναι ίδιο µε αυτό που

καταλήγουµε αν εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό έχοντας συµπεριλάβει

και το mod1. Βλέπε µέρη (α) και (δ) της εικόνας 13.9. Συµπερασµατικά,

η ’πλακόστρωση’ (tiling) οδηγεί στην ίδια pixel εικόνα µέσα στο µοναδιαίο

τετράγωνο Σ µε την αντίστοιχη, αν συµπεριλάβουµε στον µετασχηµατισµό το

mod1. Η διαφορά εδώ είναι ότι στη πλακοστρωµένη µορφή της απεικόνισης

γατών του Arnold εκτελείται ένας γραµµικός µετασχηµατισµός.

Είναι σηµαντικό να καταλάβουµε, ότι η περιοδικότητα της εικόνας pix-
el και στις δυο περιπτώσεις : στην ’πλακόστρωση’ και στη περίπτωση που

συµπεριλάβουµε στον µετασχηµατισµό το mod1, προκύπτει µε διαφορετικό

τρόπο. Εάν µια εικόνα pixel στο Σ έχει περίοδο n, τότε στην περίπτωση

της εφαρµογής του µη-γραµµικού µετασχηµατισµού, κάθε σηµείο επιστρέ-

ϕει στην αρχική του ϑέση στο τέλος των n επαναλήψεων. Στη περίπτωση που

εφαρµόσουµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό, τα σηµεία δεν είναι απαραίτητο

να επιστρέψουν στις αρχικές τους ϑέσεις, αλλά κάθε σηµείο αντικαθίστανται

από ένα σηµείο του ίδιου χρώµατος στο τέλος των n επαναλήψεων.

13.6 Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΗΣ

ΓΑΤΑΣ ΤΟΥ ARNOLD

Για να καταλάβουµε την αιτία της ύπαρξης των ϱαβδώσεων στην εικόνα 13.3,

ας σκεφτούµε την απεικόνιση γατών του Arnold, ως έναν γραµµικό µετασχη-
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Σχήµα 13.9:

 

  

µατισµό στο πλακοστρωµένο επίπεδο. Παρατηρούµε ότι ο πίνακας

C =

(
1 1
1 2

)
ο οποίος ορίζει κατά µια έννοια τον µετασχηµατισµό της απεικόνισης γατών

του Arnold, είναι συµµετρικός και έχει ως ορίζουσα το 1. Το γεγονός του ότι

έχει ως ορίζουσα το 1, σηµαίνει ότι ο µετασχηµατισµός Σ διατηρεί το εµβαδόν.

Αυτό είναι επίσης ϕανερό για τα σηµεία στο Σ στην περίπτωση της mod1,

καθώς η επίδραση της mod1 στην εικόνα είναι να κοπούν όλα τα σηµεία που

ϐρίσκονται εκτός του Σ και να επανασυναρµολογηθούν εκ νέου µέσα στο Σ

χωρίς καµία επικάλυψη, όπως ϕαίνεται στην εικόνα 13.1 d. Κατά συνέπεια,

’η περιοχή’ που καταλαµβάνει η γάτα στην αρχή, είναι η ίδια µε την συνολική

περιοχή που καταλαµβάνουν οι κουκίδες σε οποιαδήποτε επανάληψη.

Αφού ο πίνακας είναι συµµετρικός, οι ιδιοτιµές του είναι πραγµατικές και

τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατά τους είναι κάθετα. Υπολογίζοντας τα από τον

C, ϐρίσκουµε ότι :

λ1 =
3 +
√

5

2
= 2.618 λ2 =

3−
√

5

2
= 0.3819

µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα:

v1 =

(
1

1+
√

5
2

)
=

(
1

1.618

)
, v2 =

(
1

1−
√

5
2

)
=

(
1

−0.618

)
.
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Σε κάθε εφαρµογή της απεικόνισης γατών του Arnold, η ιδιοτιµή λ1

προκαλεί µια µεγέθυνση (ένα τέντωµα) προς τη κατεύθυνση του ιδιοδιανύσ-

µατός της από ένα παράγοντα 2.6180 , και η ιδιοτιµή λ2 προκαλεί µια σ-

µίκρυνση (συµπίεση) προς τη κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατός της από ένα

παράγοντα 0.3819. Η εικόνα 13.9 µας δείχνει ένα κεντροθετειµένο τετράγ-

ωνο, του οποίου οι πλευρές είναι παράλληλες προς τις κατευθύνσεις των δυο

αυτών ιδιοδιανυσµάτων (v1 και v2). Σύµφωνα µε την παρακάτω εικόνα, το

αρχικό κεντροθετειµένο τετράγωνο ’παραµορφώνεται’ σε ένα ορθογώνιο του

οποίου οι πλευρές είναι επίσης παράλληλες προς τις κατευθύνσεις των v1 και

v2. Το ’εµβαδόν’ του τετραγώνου είναι το ίδιο µε το ’εµβαδόν’ του ορθογωνίου.

Σχήµα 13.10:

  

Για να εξηγήσουµε την αιτία της ύπαρξης των ϱαβδώσεων στην εικόνα

13.3, ας ϑεωρήσουµε το Σ ως µέρος του πλακοστρωµένου επιπέδου και έστω

p ένα σηµείο του Σ µε περίοδο n. Επειδή εξετάζουµε την περίπτωση του

γραµµικού µετασχηµατισµού (την περίπτωση της πλακόστρωσης), υπάρχει

ένα σηµείο q µέσα στο όλο πλάνο που έχει το ίδιο χρώµα µε το σηµείο p και

κατά τη διάρκεια των διαδοχικών επαναλήψεων το q κινείται προς τη ϑέση

που καταλαµβάνει αρχικά το p, παίρνοντας τελικά αυτή τη ϑέση στη n-οστή

επανάληψη. Συγκεκριµένα το σηµείο

q =
(
C−1

)n
p.

Από τη σχέση :

Cnq = Cn
(
C−np

)
= p.

Κατά συνέπεια, µε τις διαδοχικές επαναλήψεις, τα σηµεία του Σ απο-

µακρύνονται από τις αρχικές τους ϑέσεις. Ενώ την ίδια στιγµή, άλλα σηµεί-

α της όλης εικόνας πλησιάζουν προς τις αρχικές ϑέσεις των προηγουµένων
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σηµείων του Σ, ολοκληρώνοντας την κίνησή τους στην τελική επανάληψη του

κύκλου. Αν ο κύκλος είναι n-κύκλος όπως τον έχουµε ορίσει, ϑα ολοκληρώ-

σουν την κίνησή τους στη n-οστή επανάληψη.

Η εικόνα 13.11, επεξηγεί όλα τα παραπάνω στην περίπτωση όπου

n = 4, q =

(
−8

3
,
5

3

)
κκαι p = Cnq =

(
1

3
,
2

3

)
.

Σηµειώνουµε εδώ ότι

pmod1 = qmod1 =

(
1

3
,
2

3

)
.

Ετσι και τα δύο αυτά σηµεία καταλαµβάνουν τις ίδιες ϑέσεις στα αντίστοιχα

πλακίδιά τους. Το εξερχόµενο σηµείο (αυτό που αποµακρύνεται), κινείται

προς τη γενική κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος v1 , όπως υποδεικνύεται από

τα ϐέλη στην εικόνα 13.11. Και το εισερχόµενο σηµείο, κινείται αντίστοιχα

προς τη (γενική) κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος v2. Είναι πιο εύκολο να

κατανοήσουµε τους όρους εισερχόµενα / εξερχόµενα, αρκεί να ϕανταστούµε

την όλη εικόνα σαν ένα κοµµάτι το Σ και γενικά ας ϕανταστούµε κάθε µονα-

διαίο τετράγωνο ξεχωριστά, απ΄ όπου εισέρχονται και εξέρχονται τα σηµεία.

Αυτές οι γραµµές ϱοής (κίνησης), διαµορφώνουν τις ϱαβδώσεις στην εικόνα

13.3.

Σχήµα 13.11:

  

13.7 ΜΗ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ

Ως εδώ, έχουµε εξετάσει την επίδραση της απεικόνισης γατών του Arnold σε

σηµεία pixel της µορφής (m/p, n/p) για έναν αυθαίρετο ϕυσικό αριθµό p.
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Ακόµη γνωρίζουµε ότι όλα αυτά τα σηµεία είναι περιοδικά. Θα εξετάσουµε

την επίδραση της απεικόνισης γατών του Arnold σε ένα αυθαίρετο σηµείο

(a, b) στο Σ. Θα ταξινοµούµε αυτά τα σηµεία σε ϱητά, εάν οι συντεταγµένες

a και b είναι και οι δύο ϱητοί αριθµοί, και άρρητα εάν µια τουλάχιστον από

τις συντεταγµένες είναι άρρητος αριθµός. Κάθε ϱητό σηµείο είναι περιοδικό,

αφού είναι σηµείο pixel, για κατάλληλη επιλογή του p. Για παράδειγµα, το

ϱητό σηµείο (r1/s1 , r2/s2) µπορεί να γραφτεί ως (r1s2/s1s2 , r2s1/s1s2), οπότε

είναι σηµείο pixel µε p = s1s2.

Μπορεί να αποδειχτεί ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή κάθε περι-

οδικό σηµείο είναι ϱητό.

Από το τελευταίο προκύπτει ότι τα άρρητα σηµεία του Σ δεν είναι περι-

οδικά. Ετσι όλες οι διαδοχικές επαναλήψεις ενός άρρητου σηµείου του Σ

δίνουν άλλα ευδιάκριτα σηµεία στο Σ. Η εικόνα 13.12 προέκυψε µέσω υπ-

ολογιστή και µας δείχνει ένα άρρητο σηµείο και την εξέλιξη του µέχρι και

τις 100.000 επαναλήψεις. Για αυτό το συγκεκριµένο άρρητο σηµείο που

επιλέξαµε, τα σηµεία που προκύπτουν µέσω των επαναλήψεων δεν ϕαίνεται

να συγκεντρώνονται σε οποιαδήποτε συγκεκριµένη περιοχή του Σ. Αλλά αν-

τιθέτως ϕαίνεται να διαδίδονται σε όλο το Σ, το οποίο γίνεται πυκνότερο µε τις

διαδοχικές επαναλήψεις.

Η συµπεριφορά των επαναλήψεων στην εικόνα 13.12, είναι αρκετά σηµαν-

τική καθώς υπάρχει µια ορολογία που συνδέεται µε αυτή.

Ορισµός 117 Θα λέµε ότι ένα υποσύνολο D σηµείων του Σ6= ∅, είναι πυκνό

στο Σ, εάν κάθε κύκλος µε κέντρο οποιοδήποτε σηµείο του Σ εσωκλείει σηµεία

του ∆, ανεξάρτητα από το πόσο µικρή είναι η ακτίνα του κύκλου που παίρνουµε

(εικόνα 13.13).

Είναι γνωστό ότι οι ϱητοί είναι πυκνοί στους πραγµατικούς. ΄Αρα τα ϱητά

σηµεία είναι πυκνά στο Σ και τα περισσότερα άρρητα σηµεία (όχι όλα) που

προκύπτουν µέσα από τις επαναλήψεις αποδεικνύεται ότι είναι πυκνά στο Σ.

13.8 ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΧΑΟΥΣ

Γνωρίζουµε, µέσω της απεικόνισης γατών του Arnold, ότι τα ϱητά σηµεία του

Σ είναι περιοδικά και πυκνά στο Σ και µερικά από τα άρρητα σηµεία (όχι όλα)

έχουν επαναλήψεις κατά τις οποίες είναι πυκνά στο Σ. Αυτά είναι τα ϐασικά

χαρακτηριστικά του χάους.

Υπάρχουν διάφοροι ορισµοί του χάους που χρησιµοποιούνται αυτή την

εποχή, αλλά ο ακόλουθος (ο οποίος εισήχθη από τον Robert L. Devaney το

1986 στο ϐιβλίο του µε τίτλο ’Μια εισαγωγή στα χαοτικά δυναµικά συστή-

µατα’), συσχετίζεται περισσότερο µε το ϑέµα µας.
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Σχήµα 13.12:

 

Σχήµα 13.13:

  

Ορισµός 118 Μια συνεχής χαρτογράφηση Τ του Σ επάνω στον εαυτό της ϑα

καλείται χαοτική,

ι) Το Σ περιέχει ένα πυκνό υποσύνολο περιοδικών σηµείων της Τ,
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ιι) Υπάρχει ένα σηµείο Σ το x0 µέσω των επαναλήψεων της Τ το σύνολο

που δηµιουργείται {x0, T (x0) , T 2 (x0) , ...} να είναι πυκνό Σ.

Μπορεί να αποδειχτεί ότι η απεικόνιση γατών του Arnold είναι συνεχής

και ικανοποιεί τον ορισµό της χαοτικής απεικόνισης. Το αξιοσηµείωτο του

ορισµού είναι ότι η χαοτική απεικόνιση αναφέρει ένα σηµείο µε τάξη και ένα

σηµείο αταξίας. Τα περιοδικά σηµεία επανέρχονται στον εαυτό τους αλλά τα

σηµεία που είναι πυκνά µέσα από κάποιες επαναλήψεις κινούνται ακανόν-

ιστα, καλύπτοντας συχνά την κανονικότητα των περιοδικών σηµείων. Αυτή η

συγχώνευση τάξης και αταξίας, χαρακτηρίζει τις χαοτικές χαρτογραφήσεις.

13.9 ∆ΥΝΑΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

Οι χαοτικές απεικονίσεις προκύπτουν από τη µελέτη των δυναµικών συστη-

µάτων. Σε γενικές γραµµές ένα δυναµικό σύστηµα µπορεί να αντιµετωπισθεί

ως σύστηµα το οποίο έχει µια συγκεκριµένη κατάσταση ή διαµόρφωση σε

κάθε χρονική στιγµή, αλλά αυτή αλλάζει κατά τη διάρκεια του χρόνου. Χη-

µικά συστήµατα, οικολογικά συστήµατα, ηλεκτρικά συστήµατα, ϐιολογικά

και οικονοµικά συστήµατα κ.ο.κ., µπορούν να εξεταστούν µε αυτό τον τρόπο.

Σε ένα διακριτό χρονικά δυναµικό σύστηµα η κατάσταση (η διαµόρφω-

ση) αλλάζει στα διακριτά σηµεία του χρόνου περισσότερο από ενδιάµεσες

χρονικές στιγµές. Σε ένα διακριτό χρονικά χαοτικό δυναµικό σύστηµα, κά-

ϑε κατάστασή προκύπτει από την χαοτική απεικόνιση της προηγούµενης

κατάστασης. Για παράδειγµα, ας ϕανταστούµε την απεικόνιση γατών του

Arnold να εφαρµόζεται σε συγκεκριµένα χρονικά σηµεία, τότε οι εικόνες pixel
στην εικόνα 13.3 µπορούν να αντιµετωπισθούν ως εξέλιξη ενός συγκεκριµέ-

νου χρονικά χαοτικού δυναµικού συστήµατος κάποιας αρχικής διαµόρφωσης

ενός συνόλου. Κάθε σηµείο της γάτας είναι µια ανεξάρτητη αρχική διαµόρ-

ϕωση.

΄Ενα από τα ϑεµελιώδη προβλήµατα στη µελέτη των δυναµικών συστη-

µάτων είναι να προβλέψει µελλοντικές καταστάσεις του συστήµατος από µια

γνωστή αρχική κατάσταση. Στη πράξη η ακριβής αρχική κατάσταση είναι

σπάνια γνωστή, εξαιτίας των λαθών στις συσκευές που χρησιµοποιούνται για

τη µέτρηση της αρχικής κατάστασης. Παρατηρήθηκε ότι εάν οι µετρητές ήταν

αρκετά ακριβείς και οι υπολογιστές που χρησιµοποιούνται για να εκτελέσουν

τις επαναλήψεις ήταν αρκετά ισχυροί, τότε ϑα µπορούσαν να προβλεφθούν οι

µελλοντικές καταστάσεις του συστήµατος σε οποιοδήποτε ϐαθµό ακρίβειας.

Αλλά ανακαλύφτηκε ότι τα χαοτικά συστήµατα καταστρέφουν αυτήν τη πε-

ποίθηση επειδή διαπιστώθηκε ότι για τέτοια συστήµατα το ελάχιστο λάθος

κατά τη µέτρηση της αρχικής κατάστασης ή κατά τους υπολογισµούς των
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επαναλήψεων γίνεται πάρα πολύ µεγάλο (µε ’εκθετική’ πρόοδο), αποτρέπον-

τας µε αυτό τον τρόπο µια ακριβή πρόβλεψη των µελλοντικών διαµορφώσεων

(καταστάσεων). Ας παροµοιάσουµε αυτήν την ευαισθησία στους αρχικούς

όρους µε την απεικόνιση γατών του Arnold.
΄Εστω P0 ένα σηµείο στους xy-άξονες, του οποίου οι ακριβείς συντεταγ-

µένες είναι (0.77837, 0.70904). ΄Εστω 0.00001 ένα λάθος στις µετρήσεις στην

y- συντεταγµένη, έτσι ώστε το P0 είναι για µας το (0.77837, 0.70905). Ας καλέ-

σουµε αυτό το σηµείο Q0. Τα P0 και Q0 είναι σηµεία pixel µε p = 100.000,

αφού είναι της µορφής

(m/p, n/p) = (77.837/100.000, 70.904/100.000)

και έτσι, από το Π(100.000) = 75.000, τότε και τα δύο σηµεία επιστρέφουν

στις ϑέσεις τους µετά από 75.000 επαναλήψεις. Στην εικόνα 13.14, παρουσιά-

Ϲουµε τις πρώτες 50 επαναλήψεις της απεικόνισης γατών του Arnold για το P0

(συµβολίζονται µε τους σταυρούς), και τις αντίστοιχες 50 πρώτες επαναλήψε-

ις για το Q0 (συµβολίζονται µε κύκλους). Παρατηρούµε ότι τα σύµβολα των

P0 και Q0 επικαλύπτονται αρχικά, µόνο κατά τις πρώτες οκτώ επαναλήψε-

ις, ενώ από την ένατη επανάληψη και µετά σε κάθε επανάληψη τα σηµεία

ακολουθούν διαφορετικές πορείες.

Σχήµα 13.14:

  

Είναι δυνατόν να υπολογίσουµε την µεταβολή (και συγκεκριµένα την

αύξηση) του λάθους µέσω των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων της απεικόν-

ισης γατών του Arnold. Για αυτό το σκοπό, ας σκεφτούµε την απεικόνιση

γατών του Arnold, ως ένα γραµµικό µετασχηµατισµό του πλακοστρωµένου

επιπέδου. Ας ϑυµηθούµε την εικόνα 10 και τα όσα είχαµε πει σε εκείνο

το σηµείο, όπου η προβαλλοµένη απόσταση µεταξύ δυο σηµείων στο Σ στη
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κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος v1 αυξάνεται από ένα παράγοντα 2.6180(=
λ1) σε κάθε επανάληψη (εικόνα 13.15). Μετά από εννέα επαναλήψεις η

προβαλλόµενη απόσταση αυξάνεται από ένα παράγοντα (2.618)9 = 5777.99
µε ένα αρχικό λάθος κατά προσέγγιση 1/100.000 στη κατεύθυνση του v1, το

οποίο ισοδυναµεί σε 0.05777 ή περίπου στο 1/17 του πλάτους του µοναδιαίου

τετράγωνου Σ. Μετά από 12 επαναλήψεις, αυτό το µικρό λάθος µεγαλώνει

σε (2.618)12 /100.000 = 1.0368 το οποίο είναι µεγαλύτερο από το πλάτος του

Σ. Κατά συνέπεια χάνουµε τη σωστή διαδροµή των σηµείων µέσα στο Σ µετά

από 12 επαναλήψεις εξαιτίας της εκθετικής αύξησης του αρχικού λάθους.

Σχήµα 13.15:

  

Παρόλο που η ευαισθησία στις αρχικές οριακές συνθήκες περιορίζει τη

δυνατότητα να προβλεφθεί η µελλοντική εξέλιξη των δυναµικών συστηµάτων,

νέες τεχνικές ερευνώνται για να περιγράψουν αυτή τη µελλοντική εξέλιξη µε

εναλλακτικούς τρόπους.

13.10 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Βρείτε όλους τους n−κύκλους οι οποίοι είναι υποσύνολα των 36 σηµείων

στο Σ µε τύπο (m/6, n/6) µε m, n = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Βρείτε και την περίοδο

Π(6).

2) Ο γεννήτορας των τυχαίων αριθµών του Fibonacci. Μία µέθοδος

δηµιουργίας ακεραίων x0, x1, ... από το διάστηµα [0, p− 1] ϐασίζεται στον

ακόλουθο αλγόριθµό.

ι) Επιλέξτε δύο ακέραιους x0 και x1, από τους 0, 1, ..., p− 1.

ιι) Ορίστε την ακολουθία xn+1 = (xn + xn−1) modp για n = 1, 2... .
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α) Εφαρµόστε τον προηγούµενο αλγόριθµο για p = 15 µε x0 = 3 και

x1 = 7 µέχρι η ακολουθία να αρχίσει να επαναλαµβάνεται.

ϐ) ∆είξτε ότι το ϐήµα ιι) του αλγορίθµου είναι ισοδύναµο µε τον επόµενο

τύπο (
xn+1

xn+2

)
=

(
1 1
1 2

) (
xn−1

xn

)
modp.

γ) Εφαρµόστε τον προηγούµενο τύπο για p = 21, x0 = 5 και x1 = 5.

δ) Η ακολουθία του Fibonacci είναι εφαρµογή του προηγούµενου τύπου

για p = 1 και x0 = x1 = 1.

3) ∆είξτε ότι η απεικόνιση T : S → S µε τύπο T (x, y) =
(x + 5/12, y) mod1 δεν είναι χαοτική.

4) ΄Ενας αυτοµορφισµός του Anosov είναι µία απεικόνιση του S στον εαυτό

του µε τύπο (
x
y

)
7−→

(
a b
c d

) (
x
y

)
mod1

όπου i) a, b, c, d είναι ακέραιοι, ii) η ορίζουσα του πίνακα είναι -1 και iii)
τα ιδιοδιανύσµατα δεν έχουν µήκος ένα.

∆είξτε ότι η απεικόνιση του Arnold είναι αυτοµορφισµός του Anosov.
Βρείτε ποιοι πίνακες ορίζουν αυτοµορφισµούς του Anosov.(

0 1
1 0

)
,

(
3 2
1 1

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
5 7
2 3

)
,

(
6 2
5 2

)
5) ∆είξτε ότι η απεικόνιση του Arnold είναι 1-1 και επί και ϐρείτε την

αντίστροφή της.

6) Βρείτε όλους τους 2-κύκλους της απεικόνισης του Arnold και δείξτε ότι

όλα τα περιοδικά σηµεία είναι Ϲεύγη ϱητών.
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Κεφάλαιο 14

FRACTALS

΄Ενα µεγάλο µέρος της µαθηµατικής και επιστηµονικής έρευνας είναι εστι-

ασµένο στη µελέτη πολύπλοκων συνόλων τα οποία ονοµάζονται fractals.

Η γεωµετρία των fractals και τα χαοτικά δυναµικά συστήµατα έχουν αλ-

λάξει τον τρόπο µε τον οποίο ϐλέπουµε τη ϕύση και τα ϕυσικά ϕαινόµενα.

Σε κάθε ϑετική επιστήµη υπάρχουν εφαρµογές αυτών των δύο κλάδων. Οι

ιδέες στις οποίες στηρίζονται δεν είναι νέες, αλλά για την επαλήθευση τους η

ταχύτητα των ηλεκτρονικών υπολογιστών είναι σηµαντική. Γι΄ αυτό το λόγο η

ανάπτυξή τους είναι ϱαγδαία από το 1980 .

Τις ϐασικές αρχές των fractals τις είχε επισηµάνει ο Hausdorff ήδη από

το 1990. Πατέρας όµως των fractals ϑεωρείται ο Benoit Mandelbrot ο οποίος

συστηµατικοποίησε και µελέτησε αυτήν την περιοχή ([6]).

Θα µελετήσουµε εισαγωγικές έννοιες των συνόλων αυτών χρησιµοποιών-

τας ορισµένες κατηγορίες γραµµικών µετασχηµατισµών. Θα περιοριστούµε

στο επίπεδο και στα κλασικά γραµµικά παραδείγµατα. ΄Εχουµε δανειστεί το

στυλ και τα σχήµατα από τους Rorres & Anton.

Στο τέλη του 19ου αιώνα και στις αρχές του 20ου , διάφορα παράξ-

ενα σύνολα σηµείων στο Ευκλείδειο επίπεδο άρχισαν να εµφανίζονται σ-

το προσκήνιο. Αν και ήταν αρχικά µαθηµατικά περίεργα, αυτά τα σύνο-

λα, αποκαλούµενα fractals, έχουν αποκτήσει µεγάλη σηµασία. Τώρα

πλέον ϕαίνεται πως αποκαλύπτουν την τακτικότητα στα ϕυσικά & ϐιολογικά

ϕαινόµενα που πριν απορρίπτονταν ως ’τυχαία,’ ’θορυβώδη,’ ή ’χαοτικά.’ Τα

fractals υπάρχουν στη ϕύση ή δηµιουργούνται µε µία µαθηµατική συνταγή

όπως στο επόµενο παράδειγµα.

147
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Σχήµα 14.1: fractals

    
 

14.1 Σύνολα όµοια µε τον εαυτό τους ’Αυτοό-

µοια’

Για να αρχίσουµε τη µελέτη των fractals, πρέπει να υπενθυµίσουµε κάποιες

γνωστές έννοιες για τα υποσύνολα του R2
.

Ορισµός 119 Θα καλούµε ένα υποσύνολο Α του R2
ϕραγµένο, εάν ένας

κατάλληλα µεγάλος κύκλος (εικόνα 14.2(α΄)) µπορεί να το εσωκλείσει και

κλειστό εάν περιέχει όλα τα συνοριακά σηµεία του.

Ορισµός 120 ∆ύο υποσύνολα του R2
ϑα καλούνται ίσα, εάν µπορούν να

συµπέσουν ακριβώς το ένα πάνω στο άλλο µε µεταφορά ή και περιστροφή

µέσα στον R2
(εικόνα 14.2(ϐ΄)).

Θα στηριχθούµε επίσης στη διαισθητική µας έννοια των επικαλυπτόµεν-

ων και µη- επικαλυπτόµενων συνόλων, όπως αυτά ϕαίνονται στην εικόνα

14.2(ϐ΄).

Ορισµός 121 ΄Εστω

T : R2 → R2

γραµµικός µετασχηµατισµός που µεγενθύνει (πολ/ζει) κατά ένα παράγοντα s.

΄Εστω Q ένα υποσύνολο του R2
, τότε το υποσύνολο T (Q) (η εικόνα του Χ µέσω
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Φραγμένο 

Περιβάλλον κύκλος 

Μη-φραγμένο 
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Ισα σχήματα 

Μη-επικαλυπτόμενα Επικαλυπτόμενα 

(ϐ΄) ΄Ισα, (Μη)-Επικαλυπτόµενα

 

 
 

 

 

 

 

S 
T(S) Τ 

(γ΄) ΄Οµοια

Σχήµα 14.2:

του Τ) καλείται διαστολή του αρχικού Χ, αν s > 1 και συστολή αν 0 < s < 1
(εικόνα 14.2(γ΄)). Σε καθεµία περίπτωση λέµε ότι το T (Q) είναι το υποσύνολο

Q που έχει µεγεθυνθεί µέσω του συντελεστή s. Το s καλείται συντελεστής

µεγέθυνσης κλίµακας. Τα Χ και Τ(Χ) είναι όµοια µεταξύ τους και ίσα αν s = 1.

Οι τύποι fractals που ϑα εξετάσουµε είναι σύνολα όµοια µε τον εαυτό

τους. Γενικά, ορίζουµε ένα όµοιο µε τον εαυτό του υποσύνολο του ως εξής :

Ορισµός 122 ΄Ενα κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο S του R2
λέγεται αυ-

τοόµοιο ή όµοιο µε τον εαυτό του εάν µπορεί να εκφραστεί στη µορφή

(14.1) S = S1 ∪ S2 ∪ ... ∪ Sk

Εδώ τα S1, S2, ..., Sk είναι µη-επικαλυπτόµενα σύνολα, καθένα από τα

οποία είναι όµοιο µε το Σ και µεγενθυµένα µέσω µίας συστολής µε τον ίδιο

συντελεστή s (0 < s < 1).

Παράδειγµα 123 Ευθύγραµµο Τµήµα. ΄Ενα Ευθύγραµµο Τµήµα στον R2

(εικόνα 14.3) µπορεί να εκφραστεί ως ένωση δύο µη-επικαλυπτόµενων ευθυ-

γράµµων τµηµάτων. Στην εικόνα 6 έχουµε χωρίσει τα δύο ευθύγραµµα τµή-

µατα ελαφρώς έτσι ώστε να µπορούν να ϕανούν ευκολότερα. Καθένα από τα
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2 µικρότερα ευθύγραµµα τµήµατα είναι όµοιο µε το αρχικό µεγενθυµένο µε

ένα συντελεστή ffl. Ως εκ τούτου, ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι ένα αυτοόµοιο

σύνολο µε k = 2 και s = 1/2.

Σχήµα 14.3: Ευθύγραµµο Τµήµα.

                                                                                

Παράδειγµα 124 Τετράγωνο. ΄Ενα τετράγωνο (εικόνα 14.4) µπορεί να εκ-

ϕραστεί ως ένωση τεσσάρων µη-επικαλυπτόµενων όµοιων τετραγώνων.

Σχήµα 14.4: Τετράγωνο.

 

 

 

 

 

                                           

 

Κάθε ένα από τα τέσσερα µικρότερα τετράγωνα είναι όµοιο µε το αρχικό

τετράγωνο το οποίο έχει µεγεθυνθεί κατά ένα παράγοντα ίσο µε 1/2. Ως εκ

τούτου, ένα τετράγωνο είναι ένα αυτοόµοιο σύνολο µε k = 4 και s = 1/2.

Παράδειγµα 125 Το χαλί του Sierpinski. Το σύνολο που ϕαίνεται στη-

ν εικόνα 14.5 a περιγράφηκε αρχικά από τον πολωνό µαθηµατικό Wa-
claw Sierpinski (1882-1969). Μπορεί να εκφραστεί ως ένωση οκτώ µη-

επικαλυπτόµενων όµοιων υποσυνόλων (εικόνα 14.5 b), κάθε ένα από τα οποία

είναι όµοιο µε το αρχικό σύνολο µεγενθυµένο κατά ένα παράγοντα 1/3. Ως εκ

τούτου, είναι ένα αυτοόµοιο σύνολο µε k = 8 και s = 1/3. Παρατηρούµε ότι

το περίπλοκο σχήµα της µορφής τετράγωνο - µέσα - στο-τετράγωνο συνεχίζεται

στο άπειρο µε µια µικρότερη και µικρότερη κλίµακα. Φυσικά αυτό µπορεί να

παρουσιαστεί µόνο ως ένα ϐαθµό όπως στην εικόνα που ϕαίνεται παρακάτω.

Η εικόνα 14.6 δείχνει τη δηµιουργία του.
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Σχήµα 14.5: Sierpinski

 

                             

 
ΕΙΚΟΝΑ 8 

Σχήµα 14.6: ∆ηµιουργία Sierpinski.
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Παράδειγµα 126 Τρίγωνο Sierpinski. Η εικόνα 14.7 παρουσιάζει ένα άλ-

λο σύνολο του Sierpinski. Είναι ένα αυτοόµοιο σύνολο µε k = 3 και s = 1/2.

΄Οπως µε το χαλί του Sierpinski, το περίπλοκο σχήµα της µορφής τρίγωνο -

µέσα -στο-τρίγωνο συνεχίζεται για πάντα σε µια µικρότερη και µικρότερη κλί-

µακα.

Σχήµα 14.7: Τρίγωνο Sierpinski

 

Η επόµενη εικόνα δείχνει τη δηµιουργία του.

Σχήµα 14.8: ∆ηµιουργία Sierpinski

 

Τα δύο τελευταία παραδείγµατα, δηλαδή το χαλί και το τρίγωνο του Sier-
pinski έχουν µια πιο περίπλοκη δοµή από τα δύο πρώτα παραδείγµατα

(το ευθύγραµµο τµήµα και το τετράγωνο), δεδοµένου ότι παρουσιάζουν έ-

να σχήµα που επαναλαµβάνεται κατά τρόπο αόριστο. Αυτή η διαφορά είναι

ουσιώδης και ϑα τη µελετήσουµε περισσότερο.
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14.2 Τοπολογική διάσταση ενός υποσυνόλου

του επιπέδου

΄Εχουµε ορίσει τη διάσταση ενός υποχώρου ενός διανυσµατικού χώρου να

είναι ο αριθµός των διανυσµάτων µιας ϐάσης του. ΄Ενας ανάλογος αλλά

πολύ πιό δύσκολος ορισµός αυτής της έννοιας µελετάται και στην γενική

τοπολογία. Αν και αυτός ο ορισµός είναι πέρα από το σκοπό αυτού του

εισαγωγικού κειµένου, µπορούµε να πούµε µε απλά λόγια ότι :

Ορισµός 127 ΄Ενα σηµείο στον R2
έχει τοπολογική διάσταση µηδέν.

Μια καµπύλη στον R2
έχει τοπολογική διάσταση ένα.

Μια περιοχή στον R2
έχει τοπολογική διάσταση δύο.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η τοπολογική διάσταση ενός υποσυνόλου στον

Rn
είναι ένας ακέραιος αριθµός µεταξύ 0 και ν.

Εδώ ϑα συµβολίζουµε την τοπολογική διάσταση ενός υποσυνόλου S µε

dT (S)

Για µια πλήρη ανάπτυξη της έννοιας της διάστασης, ϐλέπε Munkres, A first
course in Topology .

Σχόλιο 128 Ο ακόλουθος πίνακας δίνει τις τοπολογικές διαστάσεις των

συνόλων που µελετήθηκαν στα προηγούµενα παραδείγµατά µας

S dT (S)
Ευθύγραµµο Τµήµα 1

Τ 2
Χαλί του Sierpinski 1
Τρίγωνο Sierpinski 1

Τα πρώτα δύο αποτελέσµατα σε αυτόν τον πίνακα είναι προφανή. Εν-

τούτοις, τα δύο τελευταία δεν είναι. Μπορούµε ανεπίσηµα να πούµε, ότι

το χαλί και το τρίγωνο του Sierpinski περιέχουν τόσες πολλές ’τρύπες’ που

καταλήγουν να µοιάζουν πιο πολύ ως ιστός από δίκτυα γραµµών παρά ως

περιοχές του R2
, οι οποίες περιέχουν τουλάχιστον έναν γεµάτο κύκλο οσοδή-

ποτε µικρής ακτίνας. Ως εκ τούτου έχουν τοπολογική διάσταση ένα.

14.3 ∆ιάσταση Hausdorff ενός αυτοόµοιου

συνόλου

΄Οσο κι αν ϕαίνεται περίεργο, η έννοια της διάστασης σχετίζεται µε αυτήν

της µεγένθυσης ή σµικρύνσης. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα ευθύγραµµο
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τµήµα, µία επιφάνεια, και ένα στερεό τα οποία είναι αυτοόµοια µε µικρότερα

και η µία διάσταση τους έχει µήκος s.

Σχήµα 14.9:

 

 

 

 

 

 

 

Μήκος 1 Εμβαδόν 1 Όγκος 1 

Προς διευκόλυνση υποθέτουµε ότι το µήκος Μ, η επιφάνεια Ε, και ο

όγκος Ο είναι ίσα µε µία µονάδα.

Ας δούµε πρώτα το ευθύγραµµο τµήµα. Αν αυτό διαιρείται σε k µικρότερα

αυτοόµοια τµήµατα µε µήκος s, τότε το s είναι και ο αριθµός σµίκρύνσης :

s

k
=

s

1
= s

΄Αρα

M = ks = 1

Ας κάνουµε το ίδιο για το τετράγωνο, το οποίο έχει διαιρεθεί σε k αυ-

τοοµοία τετράγωνα εµβαδού s2
. ΄Αρα

E = ks2 = 1

Επίσης για τον κύβο έχουµε

O = ks3 = 1

Παρατηρούµε ότι ο εκθέτης του s στους προηγούµενους τύπους δίνει ένα

µέτρο διάστασης του αντικειµένου. Γενικά

ksdH(S) = 1

΄Αρα

dH (S) =
ln (k)

ln (1/s)

Αυτός είναι ο ορισµός που έδωσε το 1919 ο γερµανός µαθηµατικός Felix
Hausdorff (1868-1942) για τη διάσταση ενός αυθαίρετου υποσυνόλου στον

R2
. Ο ορισµός του είναι αρκετά περίπλοκος, αλλά για ένα αυτοόµοιο σύνολο

που ϑα µας απασχολήσει σαυτή τη µελέτη απλουστεύεται αρκετά :
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Ορισµός 129 Η διάσταση Hausdorff ενός όµοιου µε τον εαυτό του συνόλου

S της µορφής 14.1 συµβολίζεται µε dH (S) και ορίζεται ως :

(14.2) dH (S) =
ln (k)

ln (1/s)

Εδώ k είναι το πλήθος των συνόλων της σχέσης 14.1 και s ο συντελεστής

µεγέθυνσης.

Σε αυτόν τον ορισµό το ln συµβολίζει τον ϕυσικό λογάριθµο. Η εξίσωση

14.2 µπορεί επίσης να γραφεί ως :

(14.3) sdH(S) =
1

k

όπου η διάσταση Hausdorff εµφανίζεται ως εκθέτης.

Πριν προχωρήσουµε σε µερικά παραδείγµατα, ϑα αναφέρουµε µερικές

ιδιότητες για τη διάσταση Hausdorff ενός συνόλου:

Σχόλιο 130 Η τοπολογική διάσταση και διάσταση Hausdorff ενός συνόλου

δεν είναι κατ΄ ανάγκη ίσες.

Η διάσταση Hausdorff ενός συνόλου δεν είναι κατ΄ ανάγκην ακέραιος.

Η τοπολογική διάσταση ενός συνόλου είναι µικρότερη ή ίση από τη διάσταση

Hausdorff, δηλαδή

dT (S) ≤ dH (S)

Ο επόµενος πίνακας εµφανίζει τις διαστάσεις Hausdorff των συνόλων που

µελετήθηκαν στα προηγούµενα παραδείγµατά µας:

S s k ln k/ ln (1/s)
Ευθ. 1/2 2 1

Τ 1/2 4 2
Χαλί Sierpinski 1/2 8 3

Τρίγωνο Sierpinski 1/2 3 ln 3/ ln 2

14.4 Fractals

Συγκρίνοντας τους προηγούµενους πίνακες, ϐλέπουµε ότι Hausdorff και

τοπολογικές διαστάσεις είναι ίσες για το ευθύγραµµο τµήµα και για το τετράγ-

ωνο, αλλά άνισες για το χαλί και το τρίγωνο του Sierpinski. Το 1977 ο

Benoit B. Mandelbrot πρότεινε ότι τα σύνολα για τα οποία η τοπολογική και

η Hausdorff διαστάσεις διαφέρουν, πρέπει να είναι αρκετά περίπλοκα (όπως

ο Hausdorff είχε προτείνει νωρίτερα το 1919). Ο Mandelbrot ονόµασε αυτά

τα σύνολα fractals και πρότεινε τον ακόλουθο ορισµό:
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Ορισµός 131 Fractal είναι ένα υποσύνολο ενός Ευκλείδειου χώρου του

οποίου η διάσταση Hausdorff και η τοπολογική δεν είναι ίσες.

Ο Mandelbrot έχει σχολιάσει ότι αυτός ο ορισµός είναι περιορισµένος

και πιθανώς να αντικατασταθεί στο µέλλον. Αλλά στο µεταξύ, παραµένει ο

επίσηµος ορισµός ενός fractal.
Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό το χαλί και το τρίγωνο του Sierpinski είναι

fractals, ενώ το ευθύγραµµο τµήµα και το τετράγωνο δεν είναι.

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει ότι ένα σύνολο του οποίου η

διάσταση Hausdorff δεν είναι ακέραιος αριθµός, είναι fractal. Εντούτοις, ϑα

δούµε αργότερα ότι το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλαδή είναι δυνατό ένα fractal
να έχει ακέραια διάσταση Hausdorff.

14.5 Οµοιότητες

Θα δείξουµε τώρα πώς µερικές τεχνικές από τη γραµµική άλγεβρα µπορούν

να χρησιµοποιηθούν για να παραγάγουν fractals. Αυτή η προσέγγιση µέσω

γραµµικής άλγεβρας οδηγεί επίσης στους αλγορίθµους που µπορούν να

χρησιµοποιηθούν για να δηµιουργήσουν fractals µε την ϐοήθεια ενός υπ-

ολογιστή. Αρχίζουµε µε έναν ορισµό.

Ορισµός 132 Μια οµοιότητα µε συντελεστή µεγέθυνσης s είναι µια απεικόνιση

της µορφής :

T : R2 → R2

T

(
x
y

)
= s

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
x
y

)
+

(
e
f

)
Εδώ s, ϑ, e και f είναι σταθεροί συντελεστές.

Γεωµετρικά, µια οµοιότητα είναι µια σύνθεση τριών απλούστερων

απεικονίσεων : µιας µεγέθυνσης µέσω ενός παράγοντα s, µιας στροφής κατά

γωνία ϑ, και µιας παρ/λης µεταφοράς. Η επόµενη εικόνα 14.10 επεξηγεί

την επίδραση µιας οµοιότητας πάνω στο τετράγωνο U .

Για την προσέγγιση µας στα fractals ϑα χρειαστούµε µόνο τις οµοιότητες

που είναι συστολές, δηλαδή ο παράγοντας µεγέθυνσης s είναι 0 < s < 1.

Συνεπώς, όταν αναφερόµαστε στις οµοιότητες ϑα εννοούµε πάντα τις ο-

µοιότητες υποκείµενες σε αυτόν τον περιορισµό.

Οι οµοιότητες είναι σηµαντικές στη µελέτη των fractals λόγω της ακόλου-

ϑης πρότασης :
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Σχήµα 14.10: Οµοιότητα

 

Πρόταση 133 Εάν T : R2 → R2
είναι µια οµοιότητα µε παράγοντα µεγέθυν-

σης s και το S να είναι ένα κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του,τότε η εικόνα

T (S) του υποσυνόλου S µέσω της T είναι όµοια µε το S µεγενθυµένου κατά

τον παράγοντα s.

Παράδειγµα 134 Ευθύγραµµο τµήµα. Θα πάρουµε ως ευθύγραµµο τµήµα

το τµήµα Σ που συνδέει τα σηµεία (0, 0) και (1, 0) στο επίπεδο OXU (εικόνα

11). Ας εξετάσουµε τις δύο οµοιότητες :

T1

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
T2

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
1/2
0

)
Και οι δύο έχουν s = 1/2 και ϑ = 0. Στην εικόνα 14.11 ϕαίνεται τι

κάνουν αυτές οι δύο οµοιότητες στο µοναδιαίο τετράγωνο U . Η οµοιότητα

T1 στέλνει το U στο µικρότερο τετράγωνο T1(U), και η T2 στέλνει το U στο

µικρότερο τετράγωνο T2(U). Συγχρόνως, το T1 απεικονίζει το ευθύγραµµο

τµήµα S στο µικρότερο ευθύγραµµο τµήµα T1(S) και η T2 απεικονίζει το

S στο µικρότερο µη-επικαλυπτόµενο ευθύγραµµο τµήµα T2(S). Η ένωση

αυτών των δύο µικρότερων µη-επικαλυπτόµενων ευθυγράµµων τµηµάτων εί-

ναι ακριβώς το αρχικό ευθύγραµµο τµήµα Σ, δηλαδή :

S = T1(S) ∪ T2(S)

Παράδειγµα 135 Τετράγωνο. Ας εξετάσουµε το µοναδιαίο τετράγωνο U στο

OXU επίπεδο και τις ακόλουθες τέσσερις οµοιότητες, που έχουν όλες s = 1/2
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Σχήµα 14.11: ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U 

Τ1(U) 

Τ

1 

Τ2 

Τ2(U) 

(1/2,0) S T1 (S) T2 (S) 

και ϑ=0:

T1

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
(14.4)

T2

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
1/2
0

)
T3

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
0

1/2

)
T4

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
1/2
1/2

)
Οι εικόνες του µοναδιαίου τετραγώνου µε αυτές τις τέσσερις οµοιότητες

είναι τα τέσσερα τετράγωνα που παρουσιάζονται στην εικόνα 14.12 και άρα

το U :

(14.5) U = T1(U) ∪ T2(U) ∪ T3(U) ∪ T4(U)

είναι ένας διαχωρισµός σε τέσσερα µη-επικαλυπτόµενα τετράγωνα που είναι

όµοια µε το U .

Παράδειγµα 136 Τάπητας Sierpinski. Ας εξετάσουµε το χαλί του Sierpin-
ski, S, πάνω στο µοναδιαίο τετράγωνο U του OXU επιπέδου (εικόνα 14.13)

και τις ακόλουθες οκτώ οµοιότητες, που όλες έχουν s = 1/3 και ϑ = 0:

(14.6) Ti

(
x
y

)
=

1

3

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
ei

fi

)
i = 1, ..., 8
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Σχήµα 14.12:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U 

Τ1(U) 

Τ

1 

Τ2 

Τ2(U) 

(1/2,0) 

Τ3(U) Τ4(U) 

Εδώ οι τιµές των 8 (ei, fi)
t

είναι(
0
0

)
,

(
1/3
0

)
,

(
2/3
0

)
,

(
0

1/3

)
,

(
2/3
1/3

)
,

(
0

2/3

)
,

(
1/3
2/3

)
,

(
2/3
2/3

)
Οι εικόνες του Σ µέσω αυτών των οκτώ οµοιοτήτων είναι τα οκτώ σύνολα

που παρουσιάζονται στην εικόνα 14.13. ΄Αρα το S =
⋃8

i=1 Ti (S) είναι ένας

διαχωρισµός του Σ σε οκτώ µη-επικαλυπτόµενα σύνολα που είναι όµοια µε

το Σ µε τον ίδιο παράγοντα µεγέθυνσης s = 1/3.

Σχήµα 14.13: Τάπητας Sierpinski

 

ΕΙΚΟΝΑ 13 
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Παράδειγµα 137 Τρίγωνο Sierpinski. Θεωρήστε ένα τρίγωνο του Sierpins-
ki Σ που ϐρίσκεται µέσα στο µοναδιαίο τετράγωνο U , όπως ϕαίνεται στην εικόνα

14.14, και τις ακόλουθες τρεις οµοιότητες, που όλες έχουν s = 1/2 και ϑ = 0:

T1

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
(14.7)

T2

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
1/2
0

)
T3

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
0

1/2

)

Οι εικόνες του Σ µέσω αυτών των τριών οµοιοτήτων είναι τα τρία σύνολα

όπως ϕαίνονται στην εικόνα 14.14. ΄Αρα το S =
⋃8

i=1 Ti (S) είναι ένας δι-

αχωρισµός του Σ σε τρία µη-επικαλυπτόµενα σύνολα που είναι όµοια µε το

Σ µε τον ίδιο παράγοντα µεγέθυνσης.

Σχήµα 14.14:

 

 

Στα προηγούµενα παραδείγµατα αρχίσαµε µε ένα συγκεκριµένο σύνολο Σ

και δείξαµε ότι είναι αυτοόµοιο ϐρίσκοντας οµοιότητες µε τον ίδιο παράγοντα

s έτσι ώστε τα σύνολα να είναι µη-επικαλυπτόµενα, και :

(14.8) S =
k⋃

i=1

Ti (S)

Το ακόλουθο ϑεώρηµα εξετάζει το αντίστροφο πρόβληµα, της εύρεσης ενός

όµοιου µε τον εαυτό του συνόλου από µια συλλογή οµοιοτήτων :
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Θεώρηµα 138 Εάν T1, T2, ,..., Tk είναι οµοιότητες µε τον ίδιο παράγοντα

µεγέθυνσης s, τότε υπάρχει µοναδικό µη-κενό, κλειστό και ϕραγµένο σύνολο Σ

τέτοιο ώστε

S =
k⋃

i=1

Ti (S)

Επιπλέον, εάν τα σύνολα Ti (S) για i = 1, 2, ..., k είναι µη-επικαλυπτόµενα

µεταξύ τους, τότε το Σ είναι αυτοόµοιο σύνολο.

14.6 Αλγόριθµοι για παραγωγή fractals

Γενικά, δεν υπάρχει απλός τρόπος να ληφθεί το σύνολο Σ του προηγούµενου

ϑεωρήµατος άµεσα. Περιγράφουµε τώρα µια επαναληπτική µέθοδο που ϑα

προσδιορίσει το Σ από τις οµοιότητες που το καθορίζουν. ∆ίνουµε αρχικά

ένα παράδειγµα της διαδικασίας και δίνουµε έπειτα έναν αλγόριθµο για τη

γενικότερη περίπτωση.

Παράδειγµα 139 Τάπητας Sierpinski. Η εικόνα 14.15(α΄) δείχνει το µονα-

διαίο τετράγωνο Σ στον R2
, το οποίο ϑα µας ϐοηθήσει ως ένα ’αρχικό’ σύνολο

σε µια επαναληπτική µέθοδο για την κατασκευή του τάπητα του Sierpinski.
Το σύνολο C(1) στην εικόνα είναι το αποτέλεσµα των οκτώ οµοιοτήτων Ti

(i = 1, 2, ..., 8) της σχέσης 14.6 που καθορίζουν τον τάπητα του Sierpinski
όταν εφαρµοστούν στο C(0). Αποτελείται από οκτώ τετραγωνα, κάθε ένα από

τα οποία έχει µήκος πλευράς 1/3 και όλα συνολικά περιβάλλουν ένα κενό

τετράγωνο στη µέση. Εφαρµόζουµε έπειτα τις οκτώ οµοιότητες στο C(1) και

παίρνουµε το σύνολο C(2). Οµοίως, εφαρµόζοντας τις οκτώ οµοιότητες στο

C(2) παίρνουµε το σύνολο C(3). Αν συνεχίσουµε αυτήν την διαδικασία επ΄

άπειρον, η ακολουθία συνόλων C(1), C(2), C(3), C(4), ... ’θα συγκλίνει’ στο

σύνολο Σ, το οποίο είναι ο τάπητας του Sierpinski.

Αν και αρχίσαµε στην εικόνα 14.15 µε το µοναδιαίο τετράγωνο, για να

ϕθάσουµε στον τάπητα του Sierpinski, ϑα µπορούσαµε να έχουµε αρχίσει

µε οποιοδήποτε µη κενό σύνολο S0. Ο µόνος περιορισµός είναι το σύνολο

S0 να είναι κλειστό και ϕραγµένο. Παραδείγµατος χάριν, εάν αρχίζαµε µε

το σύνολο S0 που παρουσιάζεται στην εικόνα 14.16, τότε S1 είναι το σύνολο

που λαµβάνεται αν εφαρµοστούν κάθε µία από τις οκτώ οµοιότητες. Εφαρ-

µόζοντας τις 8 οµοιότητες στο S1 ϑα πάρουµε το σύνολο S2. ΄Οπως και πριν,

εφαρµόζοντας τις οκτώ οµοιότητες επ΄ άπειρον, παίρνουµε το χαλί του Sier-
pinski ως οριακό σύνολο ( [8]).
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(α΄)

 

Τάπητας Sierpinski Σ 

(ϐ΄) ΄Οριο

Σχήµα 14.15: Τάπητας Sierpinski διαδικασία σύγκλισης.

Ο γενικός αλγόριθµος που περιγράφεται στο προηγούµενο παράδειγµα

είναι ο ακόλουθος : Ας είναι T1, T2, ..., Tk οι συµβαλλόµενες οµοιότητες µε

ίδιο παράγοντα µεγέθυνσης s. Για ένα αυθαίρετο σύνολο Q στον R2
ορίζουµε

το σύνολο J(Q) ως:

J (Q) =
k⋃

i=1

Ti (Q)

Ο ακόλουθος αλγόριθµος παράγει µια ακολουθία συνόλων S0, S1, ... που

συγκλίνει στο σύνολο S του προηγούµενου ϑεωρήµατος.

Αλγόριθµος 1:

Βήµα 0: Επιλέγουµε ένα αυθαίρετο µη κενό, κλειστό και ϕραγµένο σύνο-

λο S0 του R2
.
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Σχήµα 14.16: Τυχαία σύνολα.

 

 

 

ΕΙΚΟΝΑ 16  

Βήµα 1: Κατασκευάζουµε το S1 = J (S0).

Βήµα 2: Κατασκευάζουµε το S2 = J (S1).
.
.
.

Βήµα ν: Κατασκευάζουµε το Sn = J (Sn−1).
.
.
.

Παράδειγµα 140 Τρίγωνο Sierpinski. Ας κατασκευάσουµε το τρίγωνο του

Sierpinski που καθορίζεται από τις τρεις οµοιότητες που δίνονται στη σχέση 14.7

και το αντίστοιχο γράφηµα του συνόλου J (Q) =
⋃3

i=1 Ti (Q). Η εικόνα 14.17

δείχνει ένα αυθαίρετο κλειστό και ϕραγµένο σύνολο S0, τις πρώτες τέσσερις

επαναλήψεις S1, S2, S3, S4 και το οριακό σύνολο S, δηλαδή το τρίγωνο

Sierpinski:

Ας δούµε και έναν άλλο τρόπο δηµιουργίας fractal χρησιµοποιόντας την

γωνία της στροφής που υπεισέρχεται στην οµοιότητα.
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Σχήµα 14.17: Τυχαία σύνολα.

 

  

Παράδειγµα 141 Εξετάστε τις ακόλουθες δύο οµοιότητες :

T1

(
x
y

)
=

1

2

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
T2

(
x
y

)
=

1

2

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
x
y

)
+

(
0.3
0.3

)
Το τι κάνουν αυτές οι δύο οµοιότητες στο µοναδιαίο τετράγωνο U

διευκρινίζεται στην εικόνα 14.18.

Εδώ, η γωνία περιστροφής ϑ είναι µια παράµετρος που ϑα αλλάζουµε για

να παραγάγουµε τα διάφορα αυτοόµοια σύνολα. Τα αυτοόµοια σύνολα που

καθορίζονται από αυτές τις δύο οµοιότητες εµφανίζονται στην εικόνα 14.19

για τις διάφορες τιµές του ϑ.

Για απλότητα, δεν έχουµε σχεδιάσει τους άξονες xy, αλλά σε κάθε

περίπτωση η αρχή των αξόνων είναι το κάτω αριστερό σηµείο του συνόλου.

Αυτά τα σύνολα δηµιουργήθηκαν µε τη ϐοήθεια ενός υπολογιστή χρησι-

µοποιώντας τον προηγοµενο αλγόριθµο για τις διάφορες τιµές του ϑ. Επειδή

k = 2 και s = 1/2, προκύπτει από τη σχέση 14.2 ότι η διάσταση Hausdorff
αυτών των συνόλων για οποιαδήποτε τιµή του ϑ είναι 1. Μπορεί να δειχθεί ότι
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Σχήµα 14.18: Οµοιότητες.

 

 

 

 

Σχήµα 14.19: Αυτοόµοια.

 

η τοπολογική διάσταση αυτών των συνόλων είναι 1 για ϑ = 0 και 0 για όλες τις

άλλες τιµές του ϑ. ΄Αρα το αυτοόµοιο σύνολο για ϑ = 0 δεν είναι fractal. Είναι

το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει το (0, 0) µε το (6, 6), ενώ τα όµοια µε τον

εαυτό τους σύνολα για όλες τις άλλες τιµές του ϑ είναι fractals. Ειδικότερα,

είναι παραδείγµατα fractals µε ακέραια διάσταση Hausdorff.

14.7 Μια MONTE CARLO προσέγγιση

Η προσέγγιση σύνολο-σχεδίαση της κατασκευής των όµοιων µε τον εαυτό τους

υποσυνόλων που περιγράφονται στον προηγούµενο αλγόριθµο είναι µάλλον

χάσιµο χρόνου για έναν υπολογιστή, επειδή οι σχετικές οµοιότητες πρέπει
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να εφαρµοστούν σε κάθε ένα από τα πολλά pixels της οθόνης στα διαδοχικά

σύνολα που προκύπτουν απ΄ τις επαναλήψεις. Το 1985 ο Michael Barns-
ley περιέγραψε µια εναλλακτική πρακτικότερη µέθοδο για τη δηµιουργία

ενός όµοιου µε τον εαυτό του σύνολο που καθορίζεται µέσω των οµοιοτήτων

του. Είναι µια µέθοδος αποκαλούµενη µέθοδος Monte Carlo επειδή εκµετ-

αλλεύεται τη ϑεωρία πιθανοτήτων. Ο Barnsley την αναφέρει ως τυχαίος

αλγόριθµος επανάληψης.

Ας είναι T1,..., Tk οι συµβαλλόµενες οµοιότητες µε ίδιο παράγοντα µεγέ-

ϑυνσης ς. Ο ακόλουθος αλγόριθµος παράγει µια ακολουθία σηµείων(
x0

y0

)
,

(
x1

y1

)
, ...,

(
xn

yn

)
, ...

που συγκλίνει στο σύνολο Σ του ϑεωρήµατος.

Αλγόριθµος 2:

Βήµα 0: Επιλέγουµε ένα αυθαίρετο σηµείο του Σ(
x0

y0

)
Βήµα 1: Επιλέγουµε τυχαία µια από τις k οµοιότητες, για παράδειγµα

την Tk1, και υπολογίζουµε το :(
x1

y1

)
= Tk1

(
x0

y0

)
Βήµα 2: Επιλέγουµε τυχαία µια από τις k οµοιότητες, για παράδειγµα

την Tk2, και υπολογίζουµε το :(
x2

y2

)
= Tk2

(
x1

y1

)
.
.
.

Βήµα ν: Επιλέγουµε τυχαία µια από τις k οµοιότητες, για παράδειγµα

την Tkn, και υπολογίζουµε το :(
xn

yn

)
= Tkn

(
xn−1

yn−1

)
.
.
.

Σε µια οθόνη υπολογιστή τα pixels που αντιστοιχούν στα σηµεία που

παράγονται από αυτόν τον αλγόριθµο ϑα συµπληρώσουν τα pixels που αν-

τιπροσωπεύουν το οριακό σύνολο Σ.

Η εικόνα ;; δείχνει τέσσερα στάδια του τυχαίου αλγορίθµου επανάληψης

που παράγει το χαλί του Sierpinski, παίρνοντας ως αρχικό σηµείο το (0, 0):
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Σχήµα 14.20: Αλγόριθµος επανάληψης.

 

 

 

 

Σχόλιο 142 Αν και το ϐήµα 0 στον προηγούµενο αλγόριθµο απαιτεί την επι-

λογή ενός αρχικού σηµείου που να ανήκει στο σύνολο Σ, το οποίο δεν µπορούµε

να το ξέρουµε εκ των προτέρων, αυτό δεν είναι ένα σοβαρό πρόβληµα. Στην

πράξη, κάποιος µπορεί συνήθως να αρχίσει µε οποιοδήποτε τυχαίο σηµείο στον

R2
και µετά από µερικές επαναλήψεις (π.χ. δέκα) το σηµείο που παράγεται

ϑα είναι τόσο κοντά στο σύνολο Σ που ο αλγόριθµος ϑα λειτουργήσει σωστά γι΄

αυτό το σηµείο.

Μέχρι τώρα, έχουµε συζητήσει για fractals που είναι αυτοόµοια σύνο-

λα σύµφωνα µε τον ορισµό. Εντούτοις, το ϑεώρηµα ισχύει ακόµη εάν οι

οµοιότητες T1, T2, ..., Tk αντικατασταθούν από πιο γενικούς µετασχηµα-

τισµούς, αποκαλούµενους αφηνικούς µετασχηµατισµούς ([2]).

14.8 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Το αυτοόµοιο σύνολο στην επόµενη εικόνα δείχνει τα απαιτούµενα µεγέθη.

∆εδοµένου ότι η χαµηλότερη αριστερή γωνία είναι τοποθετηµένη στην αρχή

των αξόνων, ϐρείτε τις οµοιότητες που καθορίζουν το σύνολο. Ποια είναι η

διάσταση Hausdorff; Είναι το σύνολο αυτό fractal;
2) Το σύνολο του Cantor: η κατασκευή του συνόλου του Cantor γίνεται

σε άπειρα ϐήµατα και περιγράφουµε αυτήν τη διαδικασία όπως ϕαίνεται στην

επόµενη εικόνα.
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Σχήµα 14.21:

 

 

 

 
 

Σχήµα 14.22: Cantor

 

 

 
 

κ=0 

κ=1 

κ=2 

 

 

κ=∞ 

Από το διάστηµα [0, 1] αφαιρούµε το µεσαίο τρίτο (k = 1). Από τα δύο

εναποµείναντα διαστήµατα αφαιρούµε τα δύο µεσαία τρίτα (k = 2) . Από

τα τέσσερα εναποµείναντα αφαιρούµε πάλι τα µεσαία τρίτα (k = 3). Η δι-

αδικασία συνεχίζεται στο άπειρο. Το σύνολο που δηµιουργείται ονοµάζεται

σύνολο του Cantor.
3) Οι δύο οµοιότητες

T1

(
x
y

)
=

1

3

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
, T2

(
x
y

)
=

1

3

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
2/3
0

)
καθορίζουν το fractal γνωστό ως σύνολο Cantor. Αρχίζοντας µε το µοναδιαίο

τετράγωνο U ως αρχικό σύνολο, σχεδιάστε τα πρώτα τέσσερα σύνολα που κα-

ϑορίζει ο αλγόριθµος 1. Επίσης, ϐρείτε τη διάσταση Hausdorff του συνόλου
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του Cantor.
Να ϐρεθεί η ευκλείδεια, τοπολογική, και Hausdorff διάσταση του συνόλου

του Cantor.
Σηµείωση. Αυτό το διάσηµο σύνολο ήταν το πρώτο παράδειγµα που έδ-

ωσε ο Hausdorff στην εργασία του το 1919 ως συνόλο του οποίου η διάσταση

Hausdorff δεν είναι ίση µε την τοπολογική διάστασή του.

4) Η καµπύλη του Koch κατασκευάζεται µε µία επαναληπτική δι-

αδικασία όπως δείχνει η επόµενη εικόνα.

Σχήµα 14.23: Η καµπύλη του Koch

 

 
 

 

κ=0 

κ=1 

κ=2 

κ=∞ 
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Αρχίζουµε από το µοναδιαίο διάστηµα του οποίου αφαιρούµε το µεσαίο

τρίτο, το οποίο αντικαθιστούµε δύο ίσα τµήµατα ( ένα τρίτο το κάθε ένα ) σε

σχήµα ισόπλευρου τριγώνου (k = 1).
Στο επόµενο ϐήµα το µεσαίο τρίτο αφαιρείται από κάθε ένα από τα τέσσερα

τµήµατα και αντικαθίσταται µε δύο ίσα σε σχήµα ισόπλευρου τριγώνου όπως

προηγουµένως (k = 2).
Η διαδικασία συνεχίζεται στο άπειρο.

α) Αν το µήκος της καµπύλης στο n ϐήµα είναι Mn , δείξτε ότι στο n + 1
ϐήµα είναι

4
3
Mn. ∆είξτε ότι το τελικό µήκος είναι άπειρο.

ϐ) Παρατηρώντας το ϐήµα n = 2 , δείξτε ότι είναι ένα αυτοόµοιο σχήµα

µε k = 4και s = 1/3.

γ) Βρείτε την ευκλείδεια, τοπολογική, και Hausdorff διάσταση της καµ-

πύλης του Koch.

5) Ο σπόγκος του Menger κατασκευάζεται και αυτός µε µία επαναληπ-

τική διαδικασία όπως δείχνει η επόµενη εικόνα.

Σχήµα 14.24: Ο σπόγκος του Menger

 

 

 
 

 

                                        

κ=0 κ=1 κ=2 κ=3 

Πρόσοψη του κύβου για 

κ=5 

Ξεκινάµε από έναν µοναδιαίο κύβο τον οποίο ϑεωρούµε ότι δηµιουργείτε

από το 27 µικρότερους ακµής 1/3. Από κάθε έδρα αφαιρούµε τον µεσαίο (

δηλαδή 6) καθώς και αυτόν που ϐρίσκεται στο κέντρο του κύβου. Συνολικά
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7 . Θα µπορούσαµε να πούµε ότι τον τρυπάµε από άκρη σε άκρη στη µέση

σε σχήµα µικρού κύβου ακµής 1/3. Αυτό είναι το πρώτο ϐήµα (k = 1).
Τώρα έχουν µείνει 20 κύβοι ακµής 1/3 και κάθε έναν τον χωρίζουµε σε

µικρότερους ακµής 1/9. Σε κάθε έναν από τους 20 κύβους εφαρµόζουµε την

προηγούµενη διαδικασία οπότε παραµένουν 20·20=400 (k = 2).
Η διαδικασία επαναλαµβάνεται στο άπειρο.

Σχήµα 14.25: Ο σπόγκος του Menger

 

α) Να δείξετε ότι ο σπόγκος του Menger είναι ένα αυτοόµοιο σχήµα µε

k = 20 και s = 1/3.
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ϐ) Βρείτε την ευκλείδεια, τοπολογική, και Hausdorff διάσταση του σπόγκ-

ου του Menger.
6) ∆είξτε ότι οι τέσσερις οµοιότητες

T1

(
x
y

)
=

3

4

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
T2

(
x
y

)
=

3

4

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
1/4
0

)
T3

(
x
y

)
=

3

4

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
0

1/4

)
T4

(
x
y

)
=

3

4

(
1 0
0 1

) (
x
y

)
+

(
1/4
1/4

)
εκφράζουν το µοναδιαίο τετράγωνο ως ένωση τεσσάρων επικαλυπτόµενων

τετραγώνων. Υπολογίστε το

ln k/ ln (1/s)

για τις τιµές του k και του s που καθορίζονται από αυτές τις οµοιότητες.

∆είξτε ότι το αποτέλεσµα δεν είναι η σωστή τιµή της διάστασης Hausdorff
του µοναδιαίου τετραγώνου.

Σηµείωση. Αυτή η άσκηση εµφανίζει την ανάγκη της προϋπόθεσης του

µη-επικαλυπτόµενου συνόλου στον ορισµό ενός αυτοόµοιου συνόλου και της

διάστασης Hausdorff.
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Σχήµα 14.26: Ο σπόγκος του Menger
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Κεφάλαιο 15

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ

ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ

15.1 Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ Η ΕΞ-

ΙΣΩΣΗ FOURIER

Ας µελετήσουµε την κατανοµή της ϑερµοκρασίας ή της ϑερµικής ενέργειας

σε µία ϱάβδο µε διατοµή επιφάνειας Α σταθερή. Υποθέτουµε ότι η ϱάβδος

είναι τοποθετηµένη κατά τη διεύθυνση του άξονα ξ.

Σχήµα 15.1:

 

 

 

 X=0 X=L 

X 

y 

z 

Ας είναι u (x, t) η ϑερµοκρασία στη ϑέση x κατά τη χρονική στιγµή t.
Υποθέτουµε εδώ ότι η συνάρτηση αυτή δεν εξαρτάται από τις συντεταγµένες

y και z.

Προφανώς η ϱάβδος δεν ϑερµαίνεται οµοιόµορφα. Η ϑερµοκρασία λοιπόν

είναι σταθερή σε κάθε διατοµή Α αλλά διαφέρει από διατοµή σε διατοµή. Σε

αυτήν την περίπτωση λέµε ότι η ϱάβδος είναι µονοδιάστατη. Αυτό µπορεί

να επιτευχθεί µε το να µπορέσουµε να µονώσουµε απολύτως την εξωτερική

επιφάνεια της ϱάβδου. ΄Αρα δεν έχουµε διαφυγή ή εισροή ϑερµικής ενέργειας

από και προς τη ϱάβδο. Προφανώς κάποια διατοµή µπορεί να είναι ϑερµότερ-

η από κάποια άλλη.
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Εκτός από τη ϑερµοκρασία, η ϑερµική ενέργεια της ϱάβδου είναι επίσης

σηµαντική. Τώρα από ϕυσική άποψη, η διαφορά των δύο αυτών εννοιών

δεν είναι προφανής. Παραδείγµατος χάριν, µπορεί να χρειάζεται διαφορε-

τικές ποσότητες ενέργειας για να αυξηθεί η ϑερµοκρασία κατά 1 ϐαθµό σε

δύο ϱάβδους από διαφορετικά υλικά. Αυτό περιγράφεται από τη σταθερά

ϑερµότητας c η οποία ορίζεται ως εξής :

Ορισµός 143 Σταθερά ϑερµότητας είναι η ϑερµική ενέργεια που χρειάζεται

µία µονάδα µάζας ενός υλικού για να αυξηθεί η ϑερµοκρασία κατά µία µονάδα.

Συµβολίζεται µε c.

Η σταθερά ϑερµότητας εξαρτάται και από τη ϑερµοκρασία. ∆ηλαδή για

να αυξηθεί η ϑερµοκρασία από µηδέν ϐαθµούς σε έναν ϐαθµό χρειάζεται

διαφορετική ενέργεια από ογδόντα πέντε σε ογδόντα έξι ϐαθµούς. Αν επι-

πλέον το υλικό δεν είναι οµοιογενές, εξαρτάται και από τη ϑέση. ΄Αρα είναι

συνάρτηση δυο µεταβλητών

c = c (x, u)

Τα προβλήµατα που αναφέρονται σε ϱοή ϑερµότητας είναι µαθηµατικά

πολύπλοκα. Ευτυχώς στα περισσότερα προβλήµατα η µεταβολή της

ϑερµοκρασίας δεν είναι τόσο µεγάλη. Συνήθως σε περιορισµένα διαστήµατα

ϑερµοκρασίας, ή c δεν εξαρτάται από τη ϑερµοκρασία. ΄Αρα c = c (x).
Αν επιπλέον η ϱάβδος είναι οµοιογενής τότε είναι σταθερή.

Η ϑερµική ενέργεια η οποία περιέχεται σε ένα τµήµα ενός σώµατος ορίζε-

ται σαν την ενέργεια που χρειάζεται για να αυξηθεί η ϑερµοκρασία από τους

µηδέν ϐαθµούς στους u (x, t).
Υποθέτοντας ότι η c είναι ανεξάρτητη της ϑερµοκρασίας, η ϑερµική

ενέργεια ανά µονάδα µάζας δίνεται από

c (x) u (x, t)

Για να υπολογίσουµε τη συνολική ενέργεια, απλώς πολλαπλασιάζουµε την

c (x) u (x, t) µε τη µάζα. Επειδή οι συναρτήσεις c και u (x, t) εξαρτώνται από

το x, η ποσότητα c (x) u (x, t) δεν είναι σταθερή.

Ας µελετήσουµε το µικρό τµήµα του υλικού που περιέχεται µεταξύ x και

x + ∆x. Αν η διαφορά ∆x είναι αρκούντως µικρή, οι συναρτήσεις c (x) και

u (x, t) δεν µεταβάλλονται σηµαντικά. ΄Αρα µέσα αυτόν τον όγκο, η ενέργεια

ανά µονάδα µάζας c (x) u (x, t) µπορεί να ϑεωρηθεί σταθερή. Η συνολική

ενέργεια αυτού του τµήµατος είναι το γινόµενο της ϑερµικής ενέργειας ανά

µονάδα µάζας επί τη µάζα.

Είναι γνωστό ότι η πυκνότητα δίνεται από

ρ (x) =
µαζα

oγκo
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Σχήµα 15.2:

 

 

 

 x x+Δχ 
 

=+ 

Φ(x,t) Φ(x,t) 

και µεταβάλλεται µε το x, εκτός κι αν η ϱάβδος είναι οµοιογενής. ΄Εχουµε

λοιπόν την ενέργεια που περιέχεται σε αυτό το τµήµα να δίνεται από τον τύπο

ρ (x) A∆xc (x) u (x, t)

Η ποσότητα αυτή είναι µία προσέγγιση η οποία γίνεται περισσότερο

ακριβής όσο το ∆x µικραίνει.

Τώρα ϑα χρησιµοποιήσουµε την αρχή διατήρησης της ενέργειας για να

µελετήσουµε τη µεταβολή της ενέργειας. Η ενέργεια µεταξύ x και x + ∆x
αλλάζει ως προς το χρόνο επειδή υπάρχει ϱοή ενέργειας διαµέσου των τοµών

στα αντίστοιχα σηµεία καθώς επίσης και από παραγωγή ενέργειας µέσα στο

τµήµα της ϱάβδου από χηµικές αντιδράσεις ή άλλους λόγους.

Ορίζουµε µία συνάρτηση Φ (x, t) η οποία περιγράφει τις µεταβολές.

Ορισµός 144 Με Φ (x, t) συµβολίζουµε την ποσότητα ϑερµικής ενέργειας ανά

µονάδα χρόνου η οποία ϱέει προς τα δεξιά κατά µήκος µίας µονάδας επιφανείας

στη ϑέση x.

Η Φ (x, t) καλείται ϱοή ϑερµότητας και µπορεί να είναι ϑετική, αρνητική

η µηδέν.

Ορισµός 145 Με Q (x, t) συµβολίζουµε την ποσότητα ϑερµικής ενέργειας ανά

µονάδα όγκου η οποία παράγεται ανά µονάδα χρόνου.

Η πρωταρχική διαδικασία ϱοής ϑερµότητας περιγράφεται στην επόµενη

εξίσωση

Αλλαγή ϑερµικής ενέργειας = ϱοή ϑερµικής ενέργειας κατά µήκος

των συνόρων ανά µονάδα χρόνου + ϑερµική ενέργεια που παράγεται

ανά µονάδα χρόνου.

Η αλλαγή αυτή για ένα µικρό τµήµα δίνεται από

ϑ

ϑt
[ρ (x) A∆xc (x) u (x, t)]
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Η ϱοή στη ϑέση x µπορεί να µην είναι ίση µε την ϱοή στη ϑέση x + ∆x.

Επίσης η Φ (x, t) µετρά την ποσότητα ανά µονάδα επιφάνειας, άρα ϑα πρέπει

να πολλαπλασιασθεί µε A.

Η ϑερµική ενέργεια που παράγεται ανά µονάδα χρόνου δίνεται από

A∆xQ (x, t). Ανακεφαλαιώνοντας έχουµε την επόµενη σχέση

ϑ

ϑt
[ρ (x) A∆xc (x) u (x, t)] ≈ AΦ (x, t)− AΦ (x + ∆x, t) + A∆xQ (x, t)

Η προηγουµένη προσέγγιση γίνεται ακριβέστερη όταν ∆x → 0. ΄Εχουµε

λοιπόν

ρ (x) c (x)
ϑu

ϑt
= lim

∆x→0

AΦ (x, t)− AΦ (x + ∆x, t)

∆x
+ Q (x, t)

Ισοδύναµα µπορούµε να γράψουµε

ρc
ϑu

ϑt
= −ϑΦ

ϑx
+ Q

Σχήµα 15.3:

 

 

 

 x=s x=b 
 

=+ 

Φ(s,t) Φ(b,t) 

0 L 

Επειδή η ποσότητα ρ (x) A∆xc (x) u (x, t) δίνει την ενέργεια σε ένα µικρό

τµήµα, η συνολική ενέργεια από τη ϑέση x = a µέχρι την x = b ϑα δίνεται

από ∫ b

a

ρAcudx

Η αλλαγή λοιπόν σε ένα τµήµα από το α στο ϐ δίνεται από

d

dt

∫ b

a

ρcudx = Φ (a, t)− Φ (b, t) +

∫ b

a

Qdx

Η αρχική µερική παράγωγος ως προς τ έγινε κανονική γιατί η ποσότητα∫ b

a
ρcudx εξαρτάται µόνον από το τ. Τα α και ϐ δεν εξαρτώνται από το τ και η

υ είναι συνεχής. Επίσης

Φ (a, t)− Φ (b, t) = −
∫ b

a

ϑΦ

ϑx
dx
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Καταλήγουµε λοιπόν στην εξίσωση∫ b

a

(
ρc

ϑu

ϑt
+

ϑΦ

ϑx
−Q

)
dx = 0

Επειδή η εξίσωση αυτή ισχύει για κάθε α και ϐ ϑα έχουµε ότι

ρc
ϑu

ϑt
= −ϑΦ

ϑx
+ Q

Ο νόµος του Φουριερ αναφέρει

1) Αν η ϑερµοκρασία είναι σταθερή σε ένα τµήµα, δεν παρατηρείται

ϱοή ϑερµότητας.

2) Αν υπάρχει διαφορά ϑερµοκρασίας, η ενέργεια ϱέει από τις ϑερ-

µότερες στις ψυχρότερες.

3) ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η διαφορά ϑερµοκρασίας, τόσο µεγαλύτερ-

η είναι η ϱοή.

4) Η ϱοή εξαρτάται και από το υλικό.

Οι νόµοι του Φουριερ δίνουν τον ακόλουθο τύπο του Φουριερ

Φ = −K0
ϑu

ϑx

Ορισµός 146 Η σταθερά K0 καλείται ϑερµική επαγωγή και εξαρτάται κατά

κύριο λόγο από το υλικό.

Εξαρτάται όµως από τη ϑέση και τη ϑερµοκρασία όπως και η c

K0 = K0 (x, u)

Στις περισσότερες περιπτώσεις, όπως και η σταθερά ϑερµότητας, εξαρτάται

µόνο από το ξ. Επίσης, αν το υλικό είναι οµοιογενές είναι σταθερά.

Εξίσωση ϑερµότητας: Αντικαθιστώντας τον τύπο του Φουριερ έχουµε

ρc
ϑu

ϑt
=

ϑ

ϑx

(
K0

ϑu

ϑx

)
+ Q

Θέτοντας k = K0

cρ
έχουµε τον τύπο

ϑu

ϑt
= k

ϑ

ϑx

(
ϑu

ϑx

)
Για να λυθεί αυτή η µερική διαφορική εξίσωση, όπως και κάθε διαφορική

εξίσωση, χρειάζονται αρχικές συνθήκες. Συνήθως έχουµε αρχικές συνθήκες

για t = 0:

u (x, 0) = f (x)
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∆ηλαδή δίνεται η αρχική κατανοµή ϑερµοκρασίας. Αυτή η συνθήκη δεν είναι

αρκετή για τη λύση της εξίσωσης. Χρειάζεται να γνωρίζουµε και τις συνορι-

ακές τιµές για x = 0 και x = L. Ακόµη περισσότερο, ανάλογα µε το που

ϐρίσκεται η ϱάβδος, πιθανόν να χρειάζεται κάποια από τις εξής συναρτήσεις :

ι) u (0, t)
ιι) −K0 (0) ϑu

ϑx
(0, t) = x (t)

ιιι) K0 (0) ϑu
ϑx

(0, t) = H (u (0, t)− u (t))

15.2 Κατανοµή ϑερµότητας ανεξαρτήτως του

χρόνου

Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις c και K0 είναι σταθερές κι ότι Q (x, t). Τότε η

συνάρτηση u (x, t) ικανοποιεί την σχέση

ϑu

ϑt
= k

ϑ

ϑx

(
ϑu

ϑx

)
Σαν αρχικές συνθήκες έχουµε

u (x, 0) = f (x) , u (0, t) = T1, u (1, t) = T2

Αν τώρα η ϑερµοκρασία δεν εξαρτάται από το χρόνο, η εξίσωση γίνεται

d2u

dx2
= 0, u (0) = T1, u (L) = T2

∆ηλαδή έχουµε να λύσουµε µία συνήθη διαφορική εξίσωση

u (x) = c1x + c2, u (0) = T1, u (L) = T2

η οποία γίνεται

u (x) = T1 +
T2 − T1

L
x

Κάτω λοιπόν από αυτούς τους περιορισµούς, η κατανοµή ϑερµοκρασίας

είναι απλή.

Ας µελετήσουµε το ίδιο ακριβώς πρόβληµα όπου η ϑερµοκρασία εξαρτάται

από δύο µεταβλητές, το µήκος x και το πλάτος y:

Υποθέτουµε ότι ϐρισκόµαστε σε κατάσταση ισορροπίας οπότε η συνάρτηση

είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Σε αυτήν την περίπτωση η εξίσωση που Λαπλαςε

γίνεται

ϑ

ϑx

(
ϑu

ϑx

)
+

ϑ

ϑy

(
ϑu

ϑy

)
= 0
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Σχήµα 15.4:

 

 

 

 

u(x) 

x=0 

T1 

T2 

x=L 

Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι δύσκολη ακόµα κι αν οι

αρχικές συνθήκες είναι ευνοϊκές. Ας υποθέσουµε ότι οι αρχικές συνθήκες

είναι οι ακόλουθες

u (0, y) = g (y)

u (L, y) = u (x, 0) = u (x, H) = 0

∆ίνουµε απλώς τη λύση χωρίς να την αποδείξουµε γιατί χρειάζεται αρκετή

γνώση από την περιοχή των διαφορικών εξισώσεων:

u (x, y) =
∞∑

n=1

An sin
nπy

H
sinh

nπ

H
(x− L)

΄Οπου

An =
2

H sinh nπ
H

(−L)

∫ H

0

g (y) sin
nπy

H
dy

Βλέπουµε ότι το πρόβληµα της κατανοµής ϑερµοκρασίας στις δύο διαστά-

σεις γίνεται ιδιαίτερα δύσκολο σε σύγκριση µε την µία διάσταση. Θα το αν-

τιµετωπίσουµε προσεγγιστικά χρησιµοποιώντας µόνο ένα µεγάλο γραµµικό

σύστηµα.

Σε αυτό το µοντέλο ϑα περιοριστούµε σε σώµα σχήµατος τραπεζοειδούς µε

µικρό πλάτος όπου η ϑερµοκρασία στις εξωτερικές έδρες του είναι καθορισ-

µένη. Η κατανοµή της ϑερµοκρασίας ϑα αναχθεί σε ένα σύστηµα γραµµικών

εξισώσεων. Επειδή τα συστήµατα αυτού του είδους είναι ιδιαίτερα µεγάλα ϑα

τα αντιµετωπίσουµε χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του τυχαίου περιπάτου.



182ΚΕΦΑΛΑΙΟ 15. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ

Υποθέτουµε ότι οι δύο µεγάλες έδρες του είναι µονωµένες και η

ϑερµοκρασία στις υπόλοιπες τέσσερις είναι δεδοµένη όπως στο σχήµα.

Επίσης, στο σχήµα δίνονται οι τρεις διαστάσεις του εκτός από το πάχος. Μετά

από κάποια χρονική περίοδο η ϑερµοκρασία στο εσωτερικό σταθεροποιείται.

Σκοπός µας είναι να ϐρεθεί η κατανοµή ϑερµοκρασίας. Θα δούµε ότι η

κατανοµή αυτή καθορίζεται πλήρως από τη ϑερµοκρασία των εξωτερικών ε-

δρών.

Αυτή η κατανοµή η οποία δεν εξαρτάται από το χρόνο µπορεί να περι-

γραφεί από τις ισοθερµικές καµπύλες. Στο δεύτερο σχήµα ϐλέπουµε µερικές

από αυτές. Το πρόβληµα έγκειται στο πως ϑα καθοριστούν αυτές οι καµ-

πύλες.

Η τεχνική που ϑα χρησιµοποιήσουµε εφαρµόζεται και σε άλλα σχήµατα

καθώς και σε στέρεα µεγαλύτερου πάχους. Ουσιαστικά, αυτό που χρησι-

µοποιούµε εδώ είναι µία διατοµή ενός στερεού. Επίσης, ϑεωρούµε ότι δεν

υπάρχει η ϱοή ϑερµότητας από και προς τη συγκεκριµένη διατοµή. Ο λόγος

της εύρεσης των ισοθερµικών καµπυλών δεν είναι απλά ϑεωρητικός, αλλά

αυτές καθορίζουν τις διαστολές που δέχεται το σώµα.

Θα χρησιµοποιήσουµε την αρχή της Μέσης τιµής την οποία περι-

γράφουµε αµέσως.

Θεώρηµα 147 ΄Εστω ότι ένα στερεό ϐρίσκεται σε κατάσταση ϑερµικής ισορ-

ϱοπίας και Ρ είναι ένα εσωτερικό σηµείο. Αν Σ είναι ένας κύκλος κέντρου Ρ µέσα

στο σώµα, τότε η ϑερµοκρασία στο Ρ δίνεται από το µέσο όρο της ϑερµοκρασίας

πάνω στον κύκλο όπως στο σχήµα 15.5.

∆εν ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα αυτό το οποίο είναι απόρροια της λύσης

της εξίσωσης του Laplace σε πολικές συντεταγµένες µε χωρισµό µεταβλητών,

λαµβάνοντας ϕυσικά υπόψιν τις ανάλογες αρχικές συνθήκες.

Με απλά λόγια το ϑεώρηµα λέει ότι σε κατάσταση ισορροπίας η

ϑερµοκρασία κατανέµεται οµοιόµορφα. Αυτό δεν σηµαίνει ότι είναι εύκολο
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Σχήµα 15.5:

 

 

 

 
C 

να ϐρεθεί η κατανοµή. Για να ξεπεράσουµε τις δυσκολίες, ϑα προσπαθή-

σουµε να ϐρούµε τη ϑερµοκρασία µόνο σε έναν πεπερασµένο αριθµό σηµεί-

ων. Αυτός ο περιορισµός ϑα µας οδηγήσει σε ένα γραµµικό σύστηµα.

∆ιαιρούµε λοιπόν το σχήµα µας σε λεπτότερα και λεπτότερα δίκτυα

τετραγώνων όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Τα σηµεία που δίνουν τις κορυφές

των τετραγώνων καλούνται κόµβοι δικτύου (mesh points).

Το σύνολο αυτών των σηµείων το χωρίζουµε σε αυτά που ϐρίσκονται πάν-

ω στο σύνορο (συνοριακοί κόµβοι) και αυτά που ϐρίσκονται στο εσωτερικό

(εσωτερικοί κόµβοι δικτύου). Σκοπός µας είναι να ϐρούµε τη ϑερµοκρασία

στους εσωτερικούς κόµβους γνωρίζοντας τη ϑερµοκρασία στους συνοριακούς.

Αν το δίκτυο που χρησιµοποιούµε είναι πολύ ’λεπτό’ (οι αποστάσεις µεταξύ

των κόµβων είναι µικρές), τότε έχουµε µία πολύ καλή εικόνα της κατανοµής.

Για να ϐρούµε τη ϑερµοκρασία στους εσωτερικούς κόµβους ϑα χρησι-

µοποιήσουµε µία διακριτή έκφραση του ϑεωρήµατος της Μέσης τιµής.

Θεώρηµα 148 Η ϑερµοκρασία σε έναν εσωτερικό κόµβο ισούται µε τον µέσο

όλων των ϑερµοκρασιών των τεσσάρων γειτονικών κόµβων.

Από την αριθµητική ανάλυση γνωρίζουµε ότι η προηγούµενη έκφραση του

ϑεωρήµατος Μέσης τιµής είναι µία προσέγγιση του κανονικού ϑεωρήµατος
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κι αν το εµβαδόν των τετραγώνων προσεγγίζει το µηδέν, τότε η ϑερµοκρασία

σε έναν κόµβο προσεγγίζει την πραγµατική κατανοµή ϑερµοκρασίας σε αυτό

το σηµείο.

Περίπτωση 149 α). Εδώ υπάρχει µόνο ένας εσωτερικός κόµβος, οπότε η

ϑερµοκρασία σε αυτό το σηµείο δίνεται από την εφαρµογή του ϑεωρήµατος της

Μέσης τιµής

t0 =
1

4
(2 + 1 + 0 + 0) = 0.75

Περίπτωση 150 ϐ). Εδώ υπάρχουν εννέα εσωτερικοί κόµβοι οπότε έχουµε το

ακόλουθο σύστηµα

t1 = 1
4
(t2 + 2 + 0 + 0)

t2 = 1
4
(t1 + t3 + t4 + 2)

t3 = 1
4
(t2 + t5 + 0 + 0)

t4 = 1
4
(t2 + t5 + t7 + 2)

t5 = 1
4
(t3 + t4 + t6 + t8)

t6 = 1
4
(t5 + t9 + 0 + 0)

t7 = 1
4
(t4 + t8 + 1 + 2)

t8 = 1
4
(t5 + t7 + t9 + 1)

t9 = 1
4
(t6 + t8 + 1 + 0)

Σε µορφή πινάκων αυτό γίνεται

t = Mt + b

΄Οπου

M =



0 1/4 0 0 0 0 0 0 0
1/4 0 1/4 1/4 0 0 0 0 0
0 1/4 0 0 1/4 0 0 0 0
0 1/4 0 0 1/4 0 1/4 0 0
0 0 1/4 1/4 0 1/4 0 1/4 0
0 0 0 0 1/4 0 0 0 1/4
0 0 0 1/4 0 0 0 1/4 0
0 0 0 0 1/4 0 1/4 0 1/4
0 0 0 0 0 1/4 0 1/4 0


, b =



1/2
1/2
0

1/2
0
0

3/4
1/4
1/4


Ισοδύναµα γράφουµε

t = (I −M)−1 b

Παρατηρούµε ότι η νόρµα του πίνακα Μ είναι µικρότερη από 1. ΄Αρα από

τη ϑεωρία των οικονοµικών µοντέλων έχουµε ότι

(I −M)−1 ≈ I + M + M2 + ... + Mk
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Βρίσκουµε λοιπόν ότι

t =
(
I + M + M2 + ... + Mk

)
b

t = (0.7846, 1.1383, 0.4719, 1.2967, 0.7491, 0.3265, 1.2995, 0.9014, 0.557)t

Είδαµε λοιπόν ότι για να υπολογίσουµε την κατανοµή της ϑερµοκρασί-

ας σε έναν αριθµό σηµείων ενός στερεού πρέπει να επιλύσουµε ένα µεγάλο

γραµµικό σύστηµα. Τα συστήµατα αυτά όπως είδαµε λύνονται προσεγγισ-

τικά. Πολλές ϕορές δεν µας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε τη ϑερµοκρασία

σε πολλά σηµεία αλλά µεµονωµένα σε ένα για κάποιους τεχνικούς λόγους.

Το πρόβληµα αυτό ϑα το αντιµετωπίσουµε χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του

τυχαίου περιπάτου την οποία περιγράφουµε αµέσως.

Υποθέτουµε ότι ένας µεθυσµένος κινείται µία ϑέση δεξιά η αριστερά ανά

µονάδα χρόνου µε την ίδια πιθανότητα. Με ∆x συµβολίζουµε το εύρος της

κίνησης το οποίο είναι σταθερό και ∆t το χρόνο που χρειάζεται για µία κίνηση

ο οποίος είναι κι αυτός σταθερός. Το επόµενο τρίγωνο το οποίο καλείται τρίγ-

ωνο του Pascal δίνει τη κίνηση του ανθρώπου αυτού µαζί µε την πιθανότητα

για κάθε ϑέση.
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Ο τυχαίος περίπατος είναι µία ανέλιξη Markov και επειδή εδώ έχουµε

υποθέσει ότι η κίνηση είναι µε πιθανότητα 1/2 η ανέλιξη είναι επαναληπτική.

Επιπροσθέτως δίνει τη διωνυµική κατανοµή.

΄Ενας τυχαίος περίπατος

Π = (a1, ..., ak)

είναι µία ακολουθία κινήσεων από ένα συγκεκριµένο εσωτερικό κόµβο a1 η

οποία σταµατά όταν ϕθάσει σε κάποιο συνοριακό κόµβο ak.

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι η εφαρµογή του ϑεωρήµατος της Μέσης τιµής

για την διακριτή περίπτωση. Η απόδειξη του γίνεται µε ιδιότητες από τη

ϑεωρία πιθανοτήτων.

Θεώρηµα 151 Τυχαίος περίπατος. ΄Εστω Π1, Π2, ... Πn τυχαίοι περίπα-

τοι από συγκεκριµένο εσωτερικό κόµβο και θ1, θ2, ... θn οι ϑερµοκρασίες σε

συνοριακούς κόµβους που καταλήγουν οι προηγούµενοι περίπατοι. Η µέση τιµή

θ1+θ2+...+θn

n
αυτών των ϑερµοκρασιών προσεγγίζει την πραγµατική ϑερµοκρασία

του συγκεκριµένου εσωτερικού κόµβου καθώς το ν µεγαλώνει.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ. ΄Ενας τυχαίος περίπατος µπορεί να περιγραφεί από 4 ϐέλη

←↓→↑

Τα ϐέλη αυτά καθορίζουν τη κίνηση µεταξύ των κόµβων κατά µήκος ενός

περιπάτου.

Ο επόµενος 10ξ10 πίνακας που περιέχει ϐέλη ϑα µας καθορίσει τυχαίους

περιπάτους ως εξής.
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Χρησιµοποιούµε τα δύο τελευταία ψηφία του τηλεφώνου µας ώστε να

καθορίσουµε την αρχική ϑέση. Παραδείγµατος χάρη, το 30 αντιστοιχεί στην

τρίτη γραµµή και µηδενική στήλη δηλαδή ↑.
Πάντα ϑα ξεκινάµε από το σηµείο 5 και ϑα κινούµαστε στο επόµενο ανάλο-

γα µε το αντίστοιχο ϐέλος το οποίο ϑα καθορίζεται από τον πίνακα µέχρι να

ϕτάσουµε σε συνοριακό κόµβο.

΄Οταν ϕθάσουµε στο συνοριακό κόµβο καταγράφουµε την τιµή της

ϑερµοκρασίας του και ξαναξεκινάµε από το 5 συνεχίζοντας την ακολουθία

των ϐελών του πίνακα Β από εκεί που σταµατήσαµε.

Η κίνηση που ακολουθούµε στον πίνακα Β είναι σαν να ήταν τα ϐέλ-

η λέξεις και να διαβάζαµε ϐιβλίο. Ακολουθούµε αυτή τη διαδικασία µέ-

χρι να συµπληρωθούν δέκα περίπατοι και ϐρίσκουµε τη µέση τιµή των

ϑερµοκρασιών που καταγράψαµε στους αντίστοιχους συνοριακούς κόµβους.

15.3 ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Κάντε µια προσέγγιση της κατανοµής ϑερµοκρασίας στο σχήµα (α) µε ένα

εσωτερικό σηµείο για 5 ϐήµατα. Προσπαθήστε να σχεδιάσετε ισοθερµικές

καµπύλες.

2) Κάντε µια προσέγγιση της κατανοµής ϑερµοκρασίας στο επόµενο σχή-

µα όπου δίνονται οι συνοριακές ϑερµοκρασίες.
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Σχήµα 15.6:
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