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Κεφάλαιο 1

Σφάλµατα

1.1 Εισαγωγή

Η αναπαράσταση πραγµατικών ή ακεραίων αριθµών δεν είναι πάντα δυνατή µε ακρίβεια
λόγω της πεπερασµένης µνήµης του Η/Υ. Για παράδειγµα, ο αριθµός y ∈ R αναπαρίσταται ως
(ϐάση δεκαδικών αριθµών)

ỹ = ±0.d1d2 . . . dK × 10±s ,

όπου

1 ≤ d1 ≤ 9 ,

0 ≤ di ≤ 9 , i ∈ {2, 3, . . . ,K} και
0 ≤ s ≤ M ,

µε K,M σταθερές εξαρτώµενες από τον εκάστοτε Η/Υ.
΄Ετσι έχουµε, αν

K = 6, M = 10 ⇒ π̃ = 0.314159 × 101 ,

ενώ αν
K = 5, M = 10 ⇒ π̃ = 0.31416 × 101 ,

Το σφάλµα στρογγύλευσης (round-off error) ορίζεται ως |y − ỹ|. Ο αριθµός K αποτελεί το
πλήθος των σηµαντικών ψηφίων (significant digits).

Παρατηρήσεις:

1. Αν ο αριθµός y (ή και αποτέλεσµα ενδιάµεσης πράξης) υπερβαίνει κατ΄ απόλυτη τιµή το
µέγιστο αναπαραστάσιµο στον Η/Υ αριθµό, έχουµε υπερχείλιση (overflow). Αντίστοιχα,
αν είναι κατ΄ απόλυτη τιµή µικρότερος από το µικρότερο αναπαραστάσιµο στον Η/Υ αριθ-
µό, τότε έχουµε υπεκχείλιση (underflow). Η τιµή που ϑα αποκτήσει αυτός και στις δύο
περιπτώσεις είναι απροσδιόριστη, ο υπολογισµός όµως µπορεί να συνεχίσει µε, σχεδόν
σίγουρα, λάθος αποτέλεσµα. Σε υπολογιστές που υλοποιούν το πρότυπο αναπαράστασης
αριθµών IEEE οι τιµές είναι αντίστοιχα ±infinity (το πλησιέστερο ‘‘άπειρο’’) και ±0.1

1στο πρότυπο υπάρχει διάκριση µεταξύ των +0 (από τη κατεύθυνση των ϑετικών αριθµών) και −0 (από τους
αρνητικούς).

1



2 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΣΦ΄ΑΛΜΑΤΑ

2. Ο τρόπος αναπαράστασης που περιγράφηκε µπορεί να αποθηκεύσει ακριβώς ένα πεπερα-
σµένο πλήθος πραγµατικών αριθµών. Οι υπόλοιποι προσεγγίζονται µε έναν από αυτούς,
είτε µε αποκοπή είτε µε στρογγύλευση, ανάλογα µε τον υπολογιστή.

Παράδειγµα: ΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το άθροισµα των αριθµών x = 5891.26
και y = .0773414 σε υπολογιστή µε K = 5 στο µοντέλο αναπαράστασής του. ΄Εστω ακόµα
ότι αυτή γίνεται µε στρογγύλευση. Οι αριθµοί x, y εποµένως αποθηκεύονται ως

x̃ = 0.58913 × 104 , ỹ = 0.77341 × 10−1 .

Πριν την εκτέλεση της πράξης οι αριθµοί τροποποιούνται ώστε να έχουν τον ίδιο εκθέτη
στην αναπαράσταση:

x̃ = 0.58913 × 104 , ỹ = 0.00001 × 104 .

Εποµένως, το άθροισµα στον υπολογιστή των αριθµών x, y είναι 0.58914 × 104 = 5891.4
ενώ η αλγεβρική πρόσθεσή τους δίνει ως αποτέλεσµα το 5891.3373414, το οποίο στρογγυ-
λευόµενο σε K ψηφία είναι 5891.3.

3. Συνέπεια της πεπερασµένης αναπαράστασης είναι ακόµα το ότι το αποτέλεσµα σύνθετων
εκφράσεων δεν ακολουθεί απαραίτητα τους κανόνες της άλγεβρας. Π.χ. αν x = 5891.26,
y = .0773414, z = −0.07 και K = 5 έχουµε

x̃ = +0.58913 × 104 , ỹ = +0.77341 × 10−1 , z̃ = −0.70000 × 10−1 .

Η πράξη x + y + z στον υπολογιστή έχει διαφορετικό αποτέλεσµα αν εκτελεστεί ως (x + y) + z
από αυτό που προκύπτει αν εκτελεστεί ως x + (y + z) (υπολογίστε τα !).

4. Προσέξτε ότι στο µοντέλο που περιγράψαµε ισχύει 1 + x = 1 για κάθε x µε |x| < 5 × 10−K.
Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα όριο κάτω από το οποίο οι αριθµοί συµπεριφέρονται σαν το
µηδέν σε προσθέσεις ή αφαιρέσεις µε αριθµούς της τάξης του 1. Το όριο αυτό ονοµάζεται
έψιλον της µηχανής· παρατηρήστε ότι είναι πολύ µεγαλύτερο από τον µικρότερο αριθµό
που µπορεί να αναπαρασταθεί.

Παράδειγµα: ΄Εστω Η/Υ µε αναπαράσταση πραγµατικών αριθµών µε ϐάση το 2, 4 bit man-
tissa, 4 bit εκθέτη και µε bits προσήµου. Τότε έχουµε:

Μέγιστος ϑετικός αριθµός (+111)2 × 2(+111)2 = +7 × 27

Μέγιστος αρνητικός αριθµός (−111)2 × 2(+111)2 = −7 × 27

Ελάχιστος ϑετικός αριθµός (+001)2 × 2(−111)2 = +1 × 2−7

Ελάχιστος αρνητικός αριθµός (−001)2 × 2(−111)2 = −1 × 2−7

Η απόπειρα αναπαράστασης ενός αριθµού x έξω από τα παραπάνω όρια δίνει

υπερχείλιση αν x > 7 × 27 ή x < −7 × 27,
υπεκχείλιση αν −2−7 < x < 2−7 και x , 0.
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Παρατηρήσεις:

1. Για τον εκθέτη µπορεί να µη χρησιµοποιηθεί bit προσήµου αλλά bias. ΄Ετσι −(2Ne−1−2) ≤
x ≤ (2Ne−1 − 1) όπου Ne ο αριθµός ψηφίων του εκθέτη.

2. Για την mantissa µε Nm bits έχουµε Nm bits ακρίβειας. Συνήθως ο αριθµός είναι κανο-
νικοποιηµένος ως 1. f1 f2 f3 . . . ή, σπανιότερα, 0. f1 f2 f3 . . . όπου f1, f2, f3,. . . τα ψηφία του
δυαδικού αριθµού.

1.2 Ασκήσεις

1. Υπολογίστε το έψιλον της µηχανής για πραγµατικούς αριθµούς απλής και διπλής α-
κρίβειας µε τους εξής τρόπους :

(α΄) Εφαρµόστε τον αλγόριθµο:
Θέτουµε ε← 1. Για όσο ισχύει 1 + ε , 1 ϑέτουµε ε← ε/2 και επαναλαµβάνουµε.

(ϐ΄) Καλέστε τις ϱουτίνες SLAMCH() και DLAMCH() της συλλογής ϱουτινών LAPACK.
(γ΄) Καλέστε την εσωτερική συνάρτηση EPSILON() της FORTRAN 90.

2. Οι ϱίζες του τριωνύµου ax2 + bx + c δίνονται ως

x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
,

όταν a , 0.
΄Εστω a = 1, b = 3000.001, c = 3.

(α΄) Υπολογίστε τα x1,2 µε απλή και διπλή ακρίβεια. Συγκρίνετέ τα µε τις ακριβείς ϱίζες
(x1 = −0.001, x2 = −3000.0).

(ϐ΄) Επαναλάβετε τους υπολογισµούς του προηγούµενου σκέλους εφαρµόζοντας τον αλ-
γεβρικά ισοδύναµο τύπο

x1,2 =
2c

−b ∓
√

b2 − 4ac
.

Τι παρατηρείτε ως προς την ακρίβεια των υπολογισµών σας;

3. Γράψτε κώδικα ώστε να υπολογίσετε την τιµή του e1 εφαρµόζοντας τη σχέση

ex = lim
n→∞

(
1 +

x
n

)n
.

Βρείτε, δηλαδή, την προσδιοριζόµενη τιµή για n = 1, 2, 3, . . .. Τι παρατηρείτε ως προς την
ταχύτητα σύγκλισης στην πραγµατική τιµή του (2.718281828459045 . . .);

4. Γράψτε κώδικα σε υπορουτίνα της FORTRAN που να υπολογίζει το ex εφαρµόζοντας τη
σχέση

ex =

∞∑

n=0

xn

n!
.

Για τη διευκόλυνσή σας παρατηρήστε ότι ο κάθε όρος στο άθροισµα προκύπτει από τον
αµέσως προηγούµενο αν αυτός πολλαπλασιαστεί µε το x/n.
∆οκιµάστε τον κώδικά σας για ϑετικά και αρνητικά x. Τι παρατηρείτε ;
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5. Γράψτε κώδικα σε υπορουτίνα της FORTRAN που να υπολογίζει το sin x εφαρµόζοντας τη
σχέση

sin x =

∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
.

Για τη διευκόλυνσή σας παρατηρήστε ότι ο κάθε όρος στο άθροισµα προκύπτει από τον
αµέσως προηγούµενο αν αυτός πολλαπλασιαστεί µε το − x2

2k(2k+1) .
∆οκιµάστε τον κώδικά σας για ϑετικά και αρνητικά x. Τι παρατηρείτε ;

6. Γράψτε κώδικα σε υπορουτίνα της FORTRAN που να υπολογίζει το cos x εφαρµόζοντας τη
σχέση

cos x =

∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
.

∆οκιµάστε τον κώδικά σας για ϑετικά και αρνητικά x. Τι παρατηρείτε ;



Κεφάλαιο 2

Αριθµητική Επίλυση µη Γραµµικών
Εξισώσεων

2.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουµε κάποιους αλγορίθµους (µεθόδους) εύρεσης των λύσε-
ων µιας εξίσωσης µε ένα άγνωστο. Η εξίσωση έχει γενικά τη µορφή

f (x) = 0 , x ∈ R . (2.1)

Οι λύσεις της, τα συγκεκριµένα σηµεία x που την ικανοποιούν, λέγονται και ϱίζες της συνάρτη-
σης f (x).

Στην περίπτωση που η συνάρτηση f (x) είναι γραµµική (δηλαδή, της µορφής f (x) = ax +

b) η εύρεση της ϱίζας είναι τετριµµένη. Οι δυσκολίες εµφανίζονται στην αντίθετη περίπτωση
και γι΄ αυτό ϑα επικεντρωθούµε στην επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων. ΄Οταν η f (x) είναι
γενικό πολυώνυµο µέχρι και 4ου ϐαθµού, υπάρχουν αναλυτικοί τύποι που δίνουν τις ϱίζες της.
΄Ηδη, όµως, από τον 3ο ϐαθµό είναι αρκετά δύσχρηστοι. Στη γενική περίπτωση που δεν είναι
πολυώνυµο, η εύρεση των ϱιζών (ή και η απόδειξη της ύπαρξής τους) γενικά δεν είναι δυνατή
µε αναλυτικούς τύπους.

Η επίλυση µε αριθµητικές µεθόδους της εξίσωσης (2.1) ϐασίζεται στην εύρεση µιας ακολου-
ϑίας τιµών x0, x1, . . . , xk, που συγκλίνουν για k → ∞ σε µία ϱίζα της εξίσωσης. Μερικά χρήσιµα
ϑεωρήµατα είναι :

Θεώρηµα Ενδιαµέσου Τιµής ΄Εστω f (x) συνεχής συνάρτηση στο κλειστό διάστηµα [a, b]. Αν
λ είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός µεταξύ των f (a), f (b) (συµπεριλαµβανο-
µένων και αυτών), τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον c ∈ [a, b] ώστε f (c) = λ.

Θεώρηµα Μέσης Τιµής ΄Εστω f (x) συνεχής συνάρτηση για x ∈ [a, b], διαφορίσιµη στο (a, b),
µε παράγωγο f ′(x). Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον c ∈ [a, b] ώστε f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a).
Αν επιπλέον ισχύει f (a) = f (b) τότε σε κάποιο c ∈ [a, b] έχουµε f ′(c) = 0 (Θεώρηµα Rolle).

Θεώρηµα Taylor ΄Εστω ότι η συνάρτηση f (x), x ∈ [a, b], έχει παράγωγο τάξης n+1 και η f n+1(x)
είναι συνεχής στο [a, b]. Αν x, x0 ∈ [a, b], x , x0, τότε υπάρχει ξ = ξ(x), ξ ∈ (x0, x) ώστε

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + · · · + f n(x0)

n!
(x − x0)n + Rn(x) ,

5
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όπου το υπόλοιπο
Rn(x) =

f n+1(ξ(x))
(n + 1)!

(x − x0)n+1 .

2.1.1 Χαρακτηρισµοί µεθόδων εύρεσης ϱίζας

Ταχύτητα σύγκλισης

Μια µέθοδος επίλυσης της εξίσωσης f (x) = 0, παράγει την ακολουθία προσεγγιστικών λύσε-
ων x0, x1, . . . η οποία συγκλίνει στην ϱίζα ξ. Η µέθοδος χαρακτηρίζεται ως α τάξης όσον αφορά
στη σύγκλιση, αν υπάρχουν α, λ > 0 ώστε

lim
n→∞

|xn+1 − ξ|
|xn − ξ|α = λ .

Ο αριθµός λ αποτελεί την ταχύτητα (ή ϱυθµό) σύγκλισης.

Ευστάθεια

΄Οπως ϑα δούµε, οι περισσότερες µεθόδοι εύρεσης ϱίζας χρειάζονται µια αρχική προσέγγιση
της λύσης (ή και περισσότερες), την οποία ϐελτιώνουν σε κάθε στάδιο της επίλυσης. Η αριθµη-
τική τους ευστάθεια προσδιορίζεται από τη συµπεριφορά τους σε µεταβολές αυτής της αρχικής
τιµής. Μια µέθοδος είναι ευσταθής αν οποιαδήποτε κατάλληλα µικρή µεταβολή της αρχικής
τιµής δεν επηρεάζει την εύρεση της ϱίζας, ενώ είναι ασταθής αν µια µικρή µεταβολή της αρχικής
προσέγγισης οδηγεί µακριά από τη ϱίζα.

2.2 Μέθοδος ∆ιχοτόµησης

f (x)

a
b x

0

x̄

x1 x2

Σχήµα 2.1: Σχηµατική αναπαράσταση της Μεθόδου ∆ιχοτόµησης για την εύρεση ϱίζας

Η µέθοδος ϐασίζεται στο Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής (ΘΕΤ). Αν f (x) συνεχής στο [a, b] και
έχουµε f (a) f (b) < 0, τότε από το ϑεώρηµα, υπάρχει c = x̄ ∈ (a, b) ώστε f (x̄) = 0. ΄Αρα υπάρχει
τουλάχιστον µία ϱίζα της f (x) στο (a, b). Το συµπέρασµα αυτό αποτελεί το ϑεώρηµα Weierstrass.

Η διαδικασία που ακολουθεί η µέθοδος διχοτοµεί το διάστηµα [a, b], εντοπίζει τη ϱίζα σε ένα
από τα δύο υποδιαστήµατα και επαναλαµβάνεται στο επιλεγµένο υποδιάστηµα. Παράγεται έτσι
µια ακολουθία διαστηµάτων [a1, b1], [a2, b2],. . . ,[aN , bN] και µια ακολουθία προσεγγίσεων της
ϱίζας x1 = (a1 + b1)/2, x2 = (a2 + b2)/2,. . . ,xN = (aN + bN)/2. Αν ε είναι σταθερά που δηλώνει το
αποδεκτό σφάλµα µπορούµε να ϑέσουµε ως κριτήριο τερµατισµού ένα ή περισσότερα από τα

• |bN − aN | < ε
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• |xN − xN−1| < ε

•
∣∣∣∣∣
xN − xN−1

xN

∣∣∣∣∣ < ε αν xN , 0

• | f (xN)| < ε
• N ≥ N0 για να αποφύγουµε άπειρες επαναλήψεις όταν η f (x) δεν ικανοποιεί τα κριτήρια

του ΘΕΤ και ο αλγόριθµος δε συγκλίνει. Σε αυτήν την περίπτωση πρέπει να ελέγξουµε αν
το αποτέλεσµα είναι αποδεκτό.

Αλγόριθµος: Επίλυση της f (x) = 0 µε τη µέθοδο διχοτόµησης:

1. Επιλέγουµε δύο τιµές a, b έτσι ώστε η f (x) να είναι συνεχής στο [a, b] και να ισχύει
f (a) f (b) < 0.

2. Θέτουµε x← a + b
2

.

3. Αν το x είναι ικανοποιητική προσέγγιση της ϱίζας πηγαίνουµε στο ϐήµα 6.

4. Αν ισχύει ότι f (a) f (x) < 0 τότε ϑέτουµε b← x. Αλλιώς, ϑέτουµε a← x.

5. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία από το ϐήµα 2.

6. Τέλος.

Παράδειγµα: ΄Εστω η συνάρτηση f (x) = x3 + 4x2 −10, η οποία είναι συνεχής στο [1, 2]. Καθώς
f (1) = −5 και f (2) = 14, έχουµε f (1) f (2) < 0 και, εποµένως, υπάρχει µία τουλάχιστον ϱίζα της
στο [1, 2]. Παρατηρούµε ακόµα ότι f ′(x) = 3x2 + 8x > 0 για κάθε x στο συγκεκριµένο διάστηµα.
Εποµένως, η f (x) είναι αύξουσα σε αυτό και άρα έχει µοναδική ϱίζα στο [1, 2]. Εφαρµόζουµε τη
µέθοδο διχοτόµησης για την εύρεσή της και προκύπτουν οι ακολουθίες του Πίνακα 2.1. Μετά
από 20 επαναλήψεις το σχετικό σφάλµα είναι |x20 − x̄| ≤ 0.5 |b20 − a20| ≈ 0.95×10−6, άρα έχουµε
προσδιορίσει τουλάχιστον 6 σωστά ψηφία της ϱίζας. Η προσεγγιστική τιµή είναι 1.36523 ενώ η
ακριβής είναι 1.36523001361638 . . ..

2.2.1 Θεώρηµα Αλγορίθµου ∆ιχοτόµησης (Φράγµα σφάλµατος, Ταχύτητα σύγ-
κλισης)

Αν η f (x) είναι συνεχής στο [a, b] και f (a) f (b) < 0, τότε η µέθοδος διχοτόµησης παράγει µια
ακολουθία x1, x2, . . . µε την ιδιότητα |xn − x̄| ≤ 1

2n (b − a), n ≥ 1, όπου x̄ η ϱίζα της f (x) στο [a, b].
Η σύγκλιση είναι πρώτης τάξης (γραµµική) και αργή, καθώς η ταχύτητά της είναι 0.5.

Απόδειξη :
ΘΕΤ⇒ b1 − a1 = b − a, x̄ ∈ (a1, b1)

b2 − a2 =
1
2

(b1 − a1) =
1
2

(b − a), x̄ ∈ (a2, b2)

b3 − a3 =
1
2

(b2 − a2) =
1
22 (b − a), x̄ ∈ (a3, b3)

...
...

...

bn − an =
1

2n−1 (b − a), x̄ ∈ (an, bn)
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n an bn xn f (xn)
1 1.00000000 2.00000000 1.50000000 2.3750
2 1.00000000 1.50000000 1.25000000 −1.7969
3 1.25000000 1.50000000 1.37500000 0.16211
4 1.25000000 1.37500000 1.31250000 −0.84839
5 1.31250000 1.37500000 1.34375000 −0.35098
6 1.34375000 1.37500000 1.35937500 −0.96409 × 10−1

7 1.35937500 1.37500000 1.36718750 0.32356 × 10−1

8 1.35937500 1.36718750 1.36328125 −0.32150 × 10−1

9 1.36328125 1.36718750 1.36523438 0.72025 × 10−4

10 1.36328125 1.36523438 1.36425781 −0.16047 × 10−1

11 1.36425781 1.36523438 1.36474609 −0.79893 × 10−2

12 1.36474609 1.36523438 1.36499023 −0.39591 × 10−2

13 1.36499023 1.36523438 1.36511230 −0.19437 × 10−2

14 1.36511230 1.36523438 1.36517334 −0.93585 × 10−3

15 1.36517334 1.36523438 1.36520386 −0.43192 × 10−3

16 1.36520386 1.36523438 1.36521912 −0.17995 × 10−3

17 1.36521912 1.36523438 1.36522675 −0.53963 × 10−4

18 1.36522675 1.36523438 1.36523056 0.90310 × 10−5

19 1.36522675 1.36523056 1.36522865 −0.22466 × 10−4

20 1.36522865 1.36523056 1.36522961 −0.67174 × 10−5

Πίνακας 2.1: Ακολουθίες των διαστηµάτων, της προσεγγιστικής ϱίζας και της αντίστοιχης τιµής
της f (x) = x3 + 4x2 − 10 κατά την εφαρµογή της µεθόδου διχοτόµησης

Καθώς xn = 1
2 (an + bn) και είτε xn ≤ x̄ ≤ bn είτε an ≤ x̄ ≤ xn, έχουµε:

|x̄ − xn| =
∣∣∣∣∣x̄ −

1
2

(an + bn)
∣∣∣∣∣ ≤

1
2

(bn − an) =
1
2n (b − a) .

Εποµένως, lim
n→∞ xn = x̄ καθώς lim

n→∞
1
2n (b − a) = 0.

Παράδειγµα: ΄Εστω η συνάρτηση f (x) = x3 + 4x2 − 10, συνεχής µε µία ϱίζα στο [1, 2]. Ποιός
είναι ο αριθµός απαιτούµενων επαναλήψεων της µεθόδου διχοτόµησης ώστε |xn − x̄| ≤ ε = 10−5;

Καθώς |xn − x̄| ≤ 2−n(b−a) = 2−n(2−1) = 2−n συµπεραίνουµε ότι απαιτείται να ισχύει 2−n ≤ ε.
΄Αρα πρέπει να έχουµε n ≥ − log2 ε = − log10 ε

log10 2 . Για ε = 10−5 προκύπτει ότι n ≥ 5
log10 2 ≈ 16.61 άρα

αρκούν 17 επαναλήψεις για να έχουµε |xn − x̄| ≤ 10−5.

Παρατήρηση: Η µέθοδος διχοτόµησης αποτυγχάνει όταν δεν πληρούνται οι προϋποθέσεις του
Θεωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής. Π.χ. όταν η συνάρτηση δεν είναι συνεχής, Σχήµα 2.2α, η µέθο-
δος εντοπίζει για ϱίζα το σηµείο ασυνέχειας. Αντίστροφα, αν δεν µπορούµε να εντοπίσουµε δύο
σηµεία στα οποία η συνάρτηση έχει ετερόσηµες τιµές, δε σηµαίνει ότι δεν έχει ϱίζα (Σχήµα 2.2ϐ).
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a b

f (x)f (x)

(α) (ϐ)

x
0

x
0

Σχήµα 2.2: Σχηµατικές αναπαραστάσεις συναρτήσεων για τις οποίες η µέθοδος διχοτόµησης (α)
εντοπίζει µη υπαρκτή ϱίζα, (ϐ) αποτυγχάνει να εντοπίσει ϱίζα στο προσδιοριζόµενο διάστηµα

2.3 Μέθοδος Σταθερού Σηµείου x = g(x)

Το πρόβληµα εύρεσης (πραγµατικής) λύσης της f (x) = 0 είναι ισοδύναµο µε την επίλυση της
εξίσωσης x = g(x) όπου g(x) κατάλληλη συνάρτηση. Ειδικές µορφές της g(x) δίνουν ευσταθείς
και γρήγορους επαναληπτικούς αλγορίθµους για την εύρεση της λύσης.

Αλγόριθµος: ΄Εστω η αρχική λύση (προσέγγιση) x0. Κατασκευάζουµε την ακολουθία x0, x1,
x2, . . ., xn ως εξής :

x1 = g(x0), x2 = g(x1), x3 = g(x2), . . . , xn = g(xn − 1) .

Αν η ακολουθία συγκλίνει σε ένα σηµείο x̄ και καθώς η g(x) είναι συνεχής1 έχουµε

x̄ ≡ lim
n→∞ xn = lim

n→∞ g(xn−1) = g( lim
n→∞ xn−1) ≡ g(x̄) .

΄Αρα

1. Θέτουµε στο x την αρχική προσέγγιση.

2. Ελέγχουµε αν ικανοποιείται το κριτήριο τερµατισµού (όποιο έχουµε επιλέξει). Αν ναι,
πηγαίνουµε στο ϐήµα 4.

3. Θέτουµε x← g(x) και επαναλαµβάνουµε από το ϐήµα 2.

4. Τέλος.

2.3.1 Σταθερά σηµεία–Σχετικά Θεωρήµατα

Ορισµός. Η συνάρτηση g(x) έχει σταθερό σηµείο στο [a, b] αν υπάρχει % ∈ [a, b] ώστε g(%) = %.

1lim g(xn) = g(lim xn).
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Κριτήριο ύπαρξης σταθερού σηµείου. ΄Εστω g(x) συνεχής συνάρτηση στο [a, b], µε a ≤ g(x) ≤
b, ∀x ∈ [a, b]. Τότε η g(x) έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο στο [a, b].

Απόδειξη: Ισχύει g(a) ≥ a, g(b) ≤ b. Ορίζουµε τη συνεχή συνάρτηση h(x) = g(x)− x. Τότε
h(a) ≥ 0, h(b) ≤ 0. Το ΘΕΤ εξασφαλίζει ότι υπάρχει x̄ ώστε h(x̄) = 0.

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 3−x, x ∈ [0, 1]. ΄Εχουµε g(0) = 1, g(1) = 1/3 και g′(x) =

−3−x ln 3 < 0 ∀x ∈ [0, 1]. Η g(x) είναι ϕθίνουσα και 0 ≤ g(x) ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1]. Από το
κριτήριο ύπαρξης προκύπτει ότι η g(x) έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο (µοναδικό
καθώς είναι ϕθίνουσα).

Μοναδικότητα σταθερού σηµείου. ΄Εστω g(x) συνεχής και διαφορίσιµη συνάρτηση στο [a, b],
µε a ≤ g(x) ≤ b και |g′(x)| < 1 ∀x ∈ [a, b]. Τότε η g(x) έχει µοναδικό σταθερό σηµείο στο
[a, b].

Απόδειξη: ΄Εστω p, r δύο σταθερά σηµεία στο [a, b] µε p , r· ϑα έχουµε τότε p− r = g(p)−
g(r). Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής προβλέπεται ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε g(p) − g(r) =

g′(ξ)(p − r) < (p − r). Εποµένως, στο συγκεκριµένο ξ έχουµε g′(ξ) = 1, αντίθετα µε την
αρχική υπόθεση.

Παράδειγµα: Η g(x) = x2−1
3 έχει µοναδικό σταθερό σηµείο στο [−1, 1] καθώς, όταν |x| ≤ 1,

ισχύει α) −1/3 ≤ g(x) ≤ 0 και κατ΄ επέκταση, −1 ≤ g(x) ≤ 1, και ϐ) |g′(x)| = |2x/3| < 1.

Σύγκλιση της µεθόδου. ΄Εστω g(x) συνεχής και διαφορίσιµη συνάρτηση στο [a, b], µε a ≤
g(x) ≤ b και |g′(x)| ≤ k < 1 ∀x ∈ [a, b]. Τότε, αν x0 ∈ [a, b], η ακολουθία xn+1 = g(xn),
n = 0, 1, . . . συγκλίνει στο µοναδικό σταθερό σηµείο, x̄, της g(x) στο [a, b]. Το σφάλµα
|xn − x̄| ≤ kn max(x0 − a, b − x0), n ≥ 1.

Παραδείγµατα:

1. ΄Εστω η συνάρτηση f (x) = x2 − 6x + 5 µε ϱίζες 1.0, 5.0. Ας δοκιµάσουµε να τις εντοπίσουµε
µε την επαναληπτική σχέση

g(x) =
x2 + 5

6
= x .

Για x0 = 2.5 έχουµε

x1 = g(x0) = 1.8750

x2 = g(x1) ≈ 1.4193

x3 = g(x2) ≈ 1.1691

x4 = g(x3) ≈ 1.0611

x5 = g(x4) ≈ 1.0210

x6 = g(x5) ≈ 1.0078

x7 = g(x6) ≈ 1.0024

x8 = g(x7) ≈ 1.0008

x9 = g(x8) ≈ 1.0003

x10 = g(x9) ≈ 1.0001

x11 = g(x10) ≈ 1.0000
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Αν δοκιµάσουµε άλλο αρχικό σηµείο ϑα έχουµε πάλι σύγκλιση στο 1 ή απόκλιση στο +∞.
Μπορεί να αποδειχθεί ότι κανένα σηµείο εκτός από το x0 = 5.0 δε δίνει ακολουθία µε όριο
την άλλη ϱίζα.

2. Ας υπολογίσουµε τις ϱίζες της f (x) = ln x−x+2, x > 0. Γράφουµε g(x) = ln x+2 = x. Καθώς
η g(x) είναι αύξουσα και g(1) = 2, υπάρχει ϱίζα στο [0, 1]. Από το γράφηµα (Σχήµα 2.3)
παρατηρούµε ότι η άλλη ϱίζα είναι x̄ ≈ 3.1. Αν δοκιµάσουµε µε αρχική προσέγγιση

-1
0
1
2
3
4
5

0 1 2 3 4 5

y

x

y = g(x)

y = x

Σχήµα 2.3: Εκτίµηση των σταθερών σηµείων της g(x) = ln x + 2

x0 ∈ {0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 4.0, . . .}, έχουµε σύγκλιση στη ϱίζα x̄ = 3.146193 . . .. Αντίθετα, δεν
µπορούµε να ϐρούµε αρχικό σηµείο για να εντοπίσουµε την άλλη ϱίζα. Παρατηρήστε ότι
για x0 ≤ e−2 ή x0 ≤ ee−2−2,. . . , x0 ≤ 0.158594339563 δεν ορίζεται ακολουθία. (Η τιµή
0.158594339563 είναι η άλλη ϱίζα· µπορείτε να την εντοπίσετε έχοντας ως g(x) = ex−2).
Εξετάστε τη σύγκλιση µε διάφορα αρχικά x για την g(x) = x ln x+1

x−1 . Παρατηρήστε ότι δια-
ϕορετική επιλογή της g(x) και της αρχικής προσέγγισης µας δίνει διαφορετική ταχύτητα
σύγκλισης (διαφορετικό αριθµό επαναλήψεων).

3. Η f (x) = x3 + 4x2 − 10 = 0 έχει µία ϱίζα στο [1, 1.5]. Η µέθοδος x = g(x) έχει διαφορετική
ταχύτητα σύγκλισης ανάλογα µε την επιλογή της g(x), π.χ. g(x) = x − x3 − 4x2 + 10,
g(x) =

√
10
x − 4x, g(x) =

√
10

4+x , g(x) = 1
2

√
10 − x3, κλπ.

Παρατήρηση: Η γενική επαναληπτική µέθοδος xn+1 = g(xn), n = 0, 1, . . . είναι πρώτης τάξης
αν g′(x) , 0, δεύτερης τάξης αν g′(x) = 0 και η g′′(x) είναι συνεχής σε διάστηµα που περικλείει
τη ϱίζα, κλπ.

2.4 Μέθοδος Newton–Raphson

Η µέθοδος Newton–Raphson είναι επαναληπτική µέθοδος της µορφής x = g(x). Η επιλογή
της g(x) γίνεται ως εξής :

΄Εστω ότι αναζητούµε τη ϱίζα της συνεχούς και διαφορίσιµης, σε διάστηµα [a, b], συνάρτησης
f (x). Αν γνωρίζουµε την τιµή αυτής και των παραγώγων της σε κάποιο σηµείο x0 ∈ [a, b], το
Θεώρηµα Taylor µας εξασφαλίζει ότι στη ϱίζα, x̄, ισχύει

f (x̄) = f (x0) + f ′(x0)(x̄ − x0) +
f ′′(ξ(x))

2!
(x̄ − x0)2 .
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x0x2x1

tanωi =
f (xi)

xi−1−xi

ω1

y

x

Σχήµα 2.4: Σχηµατική εύρεση ϱίζας µε τη µέθοδο Newton–Raphson

Αγνοώντας τον όρο του υπολοίπου έχουµε

0 ≈ f (x0) + f ′(x0)(x̄ − x0)⇒ x̄ ≈ x0 − f (x0)
f ′(x0)

.

Εποµένως, η συνάρτηση g(x) = x − f (x)
f ′(x) µπορεί να παράξει την ακολουθία διαδοχικών προσεγ-

γίσεων στη ϱίζα αρκεί να έχουµε f ′(xi) , 0.

Θεώρηµα (χωρίς απόδειξη): ΄Εστω ότι η f (x) είναι συνεχής και τουλάχιστον δύο ϕορές πα-
ϱαγωγίσιµη στο [a, b], µε συνεχή τη δεύτερη παράγωγό της. Αν x̄ ϱίζα της f (x) στο [a, b] (δηλ.
f (x̄) = 0) και f ′(x) , 0 τότε υπάρχει δ > 0 ώστε η ακολουθία {xn} που ορίζεται µε τη µέθοδο
Newton–Raphson συγκλίνει στο x̄, ∀x0 ∈ [x̄ − δ, x̄ + δ].

Παρατηρήσεις: Το σφάλµα σε κάθε επανάληψη είναι της τάξης του (x̄ − xi)2· οδηγεί σε τε-
τραγωνική σύγκλιση. Αρκούν λίγα ϐήµατα για να έχουµε πολύ ικανοποιητική προσέγγιση της
ϱίζας, µε την προϋπόθεση ότι ξεκινήσουµε από σηµείο όχι µακριά από αυτή. Από την άλλη, αν
f (x̄) ≈ 0 έχουµε πολύ αργή σύγκλιση.

Η µέθοδος είναι δεύτερης τάξης αν f ′(x̄) , 0 (έχουµε απλή ϱίζα). Αυτό προκύπτει αν δούµε
τον αλγόριθµο ως εύρεση σταθερού σηµείου της g(x) = x − f (x)

f ′(x) . Καθώς

g′(x) =
f (x) f ′′(x)
[ f ′(x)]2

f ′(x̄) , 0
f (x̄) = 0


⇒ g′(x̄) = 0 .

Για πολλαπλή ϱίζα ( f ′(x̄) = 0) η µέθοδος είναι πρώτης τάξης. ∆εύτερης τάξης είναι ο αλ-
γόριθµος

xn+1 = xn − f (xn) f ′(xn)
[ f ′(xn)]2 − f (xn) f ′′(xn)

ή ο
xn+1 = xn − m

f (xn)
f ′(xn)

,

όπου m η πολλαπλότητα της ϱίζας.
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Παράδειγµα: ΄Εστω f (x) = x2 − 6x + 5. ΄Εχουµε

xn+1 = xn −
x2

n − 6xn + 5
2xn − 6

, n = 0, 1, 2, . . .

Οι διαδοχικές προσεγγίσεις των ϱιζών 1.0, 5.0 µε αρχικά σηµεία 2.0, 6.0 είναι οι εξής

n x(1)
n x(2)

n
0 2.0 6.0
1 0.5 5.16666666666667
2 0.95 5.00641025641026
3 0.999390243902439 5.00001024002622
4 0.999999907077705 5.00000000002621
5 0.999999999999998 5.0
6 1.0

2.5 Μέθοδος τέµνουσας

Σύµφωνα µε αυτήν τη µέθοδο, προσεγγίζουµε τη συνάρτηση f (x) µε ευθεία που περνά από
δύο σηµεία (xn−1, f (xn−1)) και (xn, f (xn)). Τα xn−1, xn είναι διαδοχικές προσεγγίσεις της ϱίζας. Η
νέα προσέγγιση, xn+1, είναι η τοµή µε τον άξονα x (η ϱίζα) της προσεγγιστικής ευθείας. Η ευθεία
y = y(x) είναι

y = f (xn) +
f (xn) − f (xn−1)

xn − xn−1
(x − xn) .

Εποµένως,

xn+1 = xn − f (xn)(xn − xn−1)
f (xn) − f (xn−1)

.

΄Οπως καταλαβαίνετε, πρέπει να επιλέξουµε δύο αρχικά σηµεία, x0, x1, ώστε να παράγουµε την
ακολουθία. Από την άλλη, η κάθε επανάληψη χρειάζεται ένα µόνο νέο υπολογισµό τιµής της
συνάρτησης, πράγµα σηµαντικό όταν ο υπολογισµός είναι σχετικά αργός.

Αλγόριθµος: Επίλυση της f (x) = 0 µε τη µέθοδο της τέµνουσας :

1. Επιλέγουµε δύο τιµές a, b.

2. Βρίσκουµε την τοµή µε τον άξονα των x της ευθείας που περνά από τα σηµεία (a, f (a)),
(b, f (b)). Την ονοµάζουµε c.

3. Αν το c είναι ικανοποιητική προσέγγιση της ϱίζας πηγαίνουµε στο ϐήµα 6.

4. Θέτουµε a← b, b← c.

5. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία από το ϐήµα 2.

6. Τέλος.
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2.6 Ασκήσεις

1. Υλοποιείστε τον αλγόριθµο διχοτόµησης µε υπορουτίνα της Fortran. Χρησιµοποιήστε τη
για να εντοπίσετε τη ϱίζα της

• f (x) = x3 + 4x2 − 10 στο διάστηµα [1, 2],
• f (x) =

√
x − cos x στο διάστηµα [0, 1].

2. ∆είξτε ότι η g(x) = ln x + 2 έχει ένα και µοναδικό σταθερό σηµείο στο [2, 4]. Υπολογίστε το
µέγιστο αριθµό επαναλήψεων ώστε |xn − x̄| ≤ 10−3.

3. Παρά το γεγονός ότι η µέθοδος διχοτόµησης είναι µια απολύτως αποδεκτή µέθοδος για
τον προσδιορισµό των ϱιζών συναρτήσεων µιας µεταβλητής, η µέθοδος είναι σχετικά ανα-
ποτελεσµατική. ΄Ενα µειονέκτηµα της µεθόδου διχοτόµησης είναι ότι µε τον χωρισµό του
διαστήµατος από x1 σε x2 σε ίσα µισά, δε λαµβάνεται υπόψη η πληροφορία για το µέγεθος
των f (x1) και f (x2).
Τροποποιήστε τη µέθοδο διχοτόµησης σε µια εναλλακτική µέθοδο όπου η νέα τιµή του x
να εξαρτάται από τις τιµές των f (a) και f (b). ∆οκιµάστε να ϐρίσκετε (σε κάθε επανάληψη)
την ευθεία που περνά από τα σηµεία (a f (a)) και (b, f (b)), και ορίστε σαν νέα προσέγγιση,
x, την τοµή αυτής µε τον άξονα των x, (αντί για το µέσο του [a, b] της µεθόδου διχοτόµησης).
Θα καταλήξετε στη µέθοδο Ψευδούς Θέσης2.

(α΄) Γράψτε ένα πρόγραµµα Fortran το οποίο να υλοποιεί τη νέα µέθοδο.
(ϐ΄) Εφαρµόστε την για να ϐρείτε τη ϱίζα της

f (x) = −2.0 + 6.2x − 4.0x2 + 0.7x3

στο διάστηµα [0.4, 0.6].
(γ΄) Εφαρµόστε τη µέθοδο ψευδούς ϑέσης και τη µέθοδο διχοτόµησης για να ϐρείτε τις

ϱίζες της
f (x) = x10 − 0.95

στο διάστηµα [0, 1.4]. Ποια µέθοδος συγκλίνει πιο γρήγορα µε σχετικό σφάλµα
< 10−6;

Πότε η νέα µέθοδος συµπεριφέρεται χειρότερα από τη µέθοδο διχοτόµησης;

4. Γράψτε κώδικα που να υλοποιεί τη γενική επαναληπτική µέθοδο x = g(x). Χρησιµοποι-
ήστε τον για να υπολογίσετε

• µια ϱίζα της f (x) = x2 − 6x + 5,
• τη ϱίζα της f (x) = x − cos3 x κοντά στο 0.6.

5. Υπολογίστε το y = ex−1
x µε ένα ευσταθή αλγόριθµο για µικρό, κατ΄ απόλυτη τιµή, x. Για

µικρό |x| χρησιµοποιούµε το ανάπτυγµα Taylor του ex ώστε να αποφύγουµε την αλληλο-
αναίρεση όρων ίδιας τάξης.

6. Υπολογίστε µε ευσταθή αλγόριθµο τις λύσεις των εξισώσεων
2http://en.wikipedia.org/wiki/False_position_method

http://en.wikipedia.org/wiki/False_position_method
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(α΄) 1.5x2 + 13 × 106x + 0.037 = 0.
Οι ακριβείς είναι x1 ≈ −2.8462 × 10−9, x2 ≈ −8.6667 × 106.

(ϐ΄) 1.5x2 − 37 × 106x + 0.057 = 0.
Οι ακριβείς είναι x1 ≈ 1.5405 × 10−9, x2 ≈ 2.4667 × 107.

7. Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton–Raphson για να υπολογίσετε τις ϱίζες της

(α΄) f (x) = sin x − x2,
(ϐ΄) f (x) = 3xex − 1.

8. Υπολογίστε τις ϱίζες της f (x) = 4 cos x − e−x µε ακρίβεια 10−8 µε τη µέθοδο διχοτόµησης,
τη µέθοδο σταθερού σηµείου, τη µέθοδο Newton–Raphson και τη µέθοδο τέµνουσας.

9. Βρείτε µε 12 ψηφία σωστά το σηµείο τοµής των καµπυλών ex, tan(2x) στο διάστηµα [−1, 1].
Συµβουλή: σχεδιάστε τις καµπύλες.

10. Υλοποιήστε σε κώδικα Fortran τον αλγόριθµο Muller3 για την επίλυση µη γραµµικών
εξισώσεων. Είναι παρόµοιος µε τη µέθοδο τέµνουσας αλλά προσεγγίζει τη συνάρτηση µε
παραβολή (εξίσωση της µορφής ax2 + bx + c) και, εποµένως, χρειάζεται τρία σηµεία για
τον προσδιορισµό της. Είναι γενικά πιο γρήγορος από τη µέθοδο τέµνουσας. Εφαρµόστε
τον για να ϐρείτε τη µη µηδενική ϱίζα της f (x) = sin x − x2.

11. Υλοποιήστε σε κώδικα τη µέθοδο Newton–Raphson, κατάλληλα τροποποιηµένη ώστε να
υπολογίζει τις ϱίζες πολυωνύµου ϐαθµού n, pn(x) = α0+α1x+α2x2+· · ·+αnxn, όταν έχουµε
ως δεδοµένους τους συντελεστές του α0, α1, . . . , αn. Το πολυώνυµο και η παράγωγός του
να υπολογίζονται µε τον αλγόριθµο Horner.

12. Υλοποιήστε σε κώδικα τη µέθοδο τέµνουσας, κατάλληλα τροποποιηµένη ώστε να υπολο-
γίζει τις ϱίζες πολυωνύµου ϐαθµού n, pn(x) = α0 + α1x + α2x2 + · · ·+ αnxn, όταν έχουµε ως
δεδοµένους τους συντελεστές του α0, α1, . . . , αn. Το πολυώνυµο και η παράγωγός του να
υπολογίζονται µε τον αλγόριθµο Horner.

3http://mathworld.wolfram.com/MullersMethod.html

http://mathworld.wolfram.com/MullersMethod.html
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Κεφάλαιο 3

Επίλυση Γραµµικών Συστηµάτων

3.1 Εισαγωγή

Αριθµητική λύση γενικών γραµµικών συστηµάτων n × n An×nxn×1 = bn×1, όπου

A = [ai j] =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann


, x =



x1
x2
...

xn


, b =



b1
b2
...

bn


.

Θεώρηµα: Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. Για κάθε δεύτερο µέλος b, το σύστηµα Ax = b έχει µοναδική λύση.

2. Ο πίνακας A έχει αντίστροφο (A−1).

3. Η ορίζουσα του A, det A είναι µη µηδενική.

4. Το οµογενές σύστηµα Ax = 0 έχει µοναδική λύση τη x = 0.

5. Οι στήλες ή οι γραµµές του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Τις ϐασικές µεθόδους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων τις διακρίνουµε σε απ΄ ευθείας και
σε επαναληπτικές (iterative).

3.2 Μέθοδος Cramer

Η µέθοδος Cramer προσδιορίζει τη λύση του γραµµικού συστήµατος ως εξής

x j =
det B j

det A
, j = 1, 2, . . . , n ,

όπου ο πίνακας B j προκύπτει από τον A αν αντικαταστήσουµε την j-στήλη του µε το διάνυσµα
b.

Η λύση µε αυτή τη µέθοδο απαιτεί (n + 1)! πολλαπλασιασµούς και γι΄ αυτό δεν εφαρµόζεται
στην πράξη για n ≥ 4.

17
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Παρατήρηση: Ο υπολογισµός της ορίζουσας µπορεί να γίνει µε τις µεθόδους που παρουσι-
άζονται στην §3.5.1.

3.3 Απ΄ ευθείας απαλοιφή Gauss

Θεώρηµα: Αν στο σύστηµα γραµµικών εξισώσεων Ax = b

1. πολλαπλασιάσουµε µια εξίσωση µε ένα µη µηδενικό αριθµό,

2. ανταλλάξουµε τη σειρά δύο εξισώσεων,

3. αντικαταστήσουµε την εξίσωση j από το άθροισµα των εξισώσεων i και j, (και ϕυσικά από
οποιοδήποτε γραµµικό συνδυασµό τους)

τότε το νέο σύστηµα A′x = b′ έχει την ίδια λύση µε το αρχικό. Επιπλέον, det A′ , 0⇔ det A , 0.
Η απαλοιφή Gauss γίνεται σε δύο στάδια

Τριγωνοποίηση Χρήση των παραπάνω ιδιοτήτων και µετατροπή του συστήµατος Ax = b σε άνω
τριγωνική µορφή A′x = b′ όπου a′i j = 0, i > j. ∆ηλαδή



a′11 a′12 · · · a′1n
0 a′22 · · · a′2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · a′nn





x1
x2
...

xn


=



b′1
b′2
...

b′n


. (3.1)

Η διαδικασία λέγεται τριγωνοποίηση και γίνεται ως εξής :

1. Αν a11 = 0 εναλλάσσουµε τις γραµµές του A ώστε a11 , 0. Αν όλα τα ai1 = 0 τότε
det A = 0 και το σύστηµα έχει άπειρες (b = 0) ή καµία λύση (b , 0).

2. Καθώς a11 , 0, πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση µε −a21/a11 και την προ-
σθέτουµε στη δεύτερη. Η δεύτερη εξίσωση αποτελείται πλέον από τα στοιχεία a′2 j, b

′
2

όπου
a′21 = 0 , a′2 j = a2 j − a1 j

a21

a11
, b′2 = b2 − b1

a21

a11
.

Επαναλαµβάνουµε για όλες τις εξισώσεις ώστε να µηδενίσουµε την πρώτη στήλη από
το δεύτερο στοιχείο και κάτω. ∆ηλαδή, πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε
−a j1/a11 και την προσθέτουµε στην j εξίσωση. Η διαδικασία αυτή µετατρέπει το
σύστηµα σε νέο, A′x = b′ µε την ακόλουθη µορφή



a11 a12 · · · a1n

0 a′22 · · · a′2n
...

...
. . .

...

0 a′n2 · · · a′nn





x1
x2
...

xn


=



b1
b′2
...

b′n


.

Κατόπιν, επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία στον πίνακα A′11 (ο A′ χωρίς την
πρώτη γραµµή και την πρώτη στήλη) µε δεξί µέλος το [b′2, . . . , b

′
n]T .

Η κατάληξη αυτής της διαδικασίας ϕέρνει το αρχικό σύστηµα στη µορφή (3.1).
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Οπισθοδρόµηση Η εύρεση της λύσης γίνεται µε τη µέθοδο οπισθοδρόµησης, από την τελευταία
προς την πρώτη εξίσωση. ΄Εχουµε

xn =
b′n
a′nn

, xk =
1

a′kk

b
′
k −

n∑

j=k+1

ak jx j

 , k = n − 1, n − 2, . . . , 1 .

Παρατήρηση: ΄Ολα τα a′j j , 0, διαφορετικά στο αρχικό σύστηµα ϑα είχαµε det A = 0.

Παράδειγµα: Το σύστηµα 
0 1 2
5 3 1
2 −2 1




x1
x2
x3

 =


3
4
6

 .

επιλύεται ως εξής :
τα διαδοχικά στάδια τριγωνοποίησης δίνουν

1. Καθώς a11 = 0 και a21 , 0 εναλλάσσουµε τις δύο πρώτες εξισώσεις


5 3 1
0 1 2
2 −2 1




x1
x2
x3

 =


4
3
6

 .

Η δεύτερη εξίσωση έχει ήδη a21 = 0, όπως επιδιώκουµε. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη
εξίσωση µε −2/5 και την προσθέτουµε στην τρίτη


5 3 1
0 1 2
0 −3.2 0.6




x1
x2
x3

 =


4
3
4.4

 .

Πολλαπλασιάζουµε τη δεύτερη γραµµή µε 3.2 και την προσθέτουµε στην τρίτη


5 3 1
0 1 2
0 0 7




x1
x2
x3

 =


4
3

14

 .

Με οπισθοδρόµηση έχουµε

x3 = 2, x2 = −1, x1 = 1 .

Αλγόριθµος:

Τριγωνοποίηση Για k = 1, 2, . . . , n − 1:

1. Αν akk = 0,
• ϐρίσκουµε το πρώτο µη µηδενικό aik, i = k + 1, . . . , n. Αν δεν υπάρχει κανένα

τέτοιο στοιχείο, το σύστηµα δεν έχει µοναδική λύση.
• Εναλλάσσουµε την k µε την i εξίσωση (πίνακες A και b).

2. Για κάθε i = k + 1, . . . , n,
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• Θέτουµε

λ = − aik

akk
,

ai j ← ai j + λak j , j = k, . . . , n

b j ← b j + λbk , j = k, . . . , n

Οπισθοδρόµηση Για k = n, n − 1, . . . , 1, ϑέτουµε

xk =
1

akk

bk −
n∑

j=k+1

ak jx j

 .

Αν k + 1 > n το άθροισµα δεν υπολογίζεται.

Παρατηρήσεις:

Πολλαπλά δεξιά µέλη, b = bn×m ΄Οταν ϑέλουµε να επιλύσουµε πολλές ϕορές το σύστηµα µε
ίδιο πίνακα A αλλά m διαφορετικά δεξιά µέλη b, είναι προτιµότερο να εκτελέσουµε συγ-
χρόνως την διαδικασία για όλα τα b, δηλαδή, να σχηµατίσουµε ένα πίνακα b µε m στήλες
και να επεκτείνουµε τις πράξεις που υπαγορεύει ο αλγόριθµος για το b σε όλες τις στήλες.

Απαιτούµενες πράξεις. Αν µετρήσουµε πολλαπλασιασµούς και διαιρέσεις (που είναι πιο χρο-
νοβόρες από τις προσθέσεις και αφαιρέσεις) η µέθοδος Gauss χρειάζεται

n−1∑

k=1

(n − k)2
︸  ︷︷  ︸
για ai j

+ 2(n − k)︸   ︷︷   ︸
για bi

 +

n∑

k=1

(n − k + 1) =
n3

3
+ n2 − n

3

πράξεις, πολύ λιγότερες από τις (n + 1)! που χρειάζεται η µέθοδος Cramer.

Απαιτήσεις µνήµης. Ο γενικός πίνακας A χρειάζεται n2 ϑέσεις µνήµης για πραγµατικούς ή
µιγαδικούς (ό,τι τύπου είναι τα στοιχεία του). Επιπλέον n ϑέσεις απαιτεί ο b.

Μερική οδήγηση κατά γραµµές. Για να ελαχιστοποιήσουµε τα αριθµητικά σφάλµατα κατά
την τριγωνοποίηση, είναι σηµαντικό να επιλέξουµε το διαγώνιο στοιχείο akk (που διαιρεί
την k γραµµή) ώστε να είναι αρκετά µεγάλο κατ΄ απόλυτη τιµή. Μπορούµε να κάνουµε
κατάλληλη εναλλαγή γραµµών (της k µε κάποια από τις επόµενες, µε i > k) ώστε να
µεταφερθεί στη διαγώνιο το µεγαλύτερο κατ΄ απόλυτη τιµή στοιχείο από τα aik, i ≥ k.

Παράδειγµα: Το σύστηµα
[

0.0003 1.566
0.3454 −2.436

] [
x1
x2

]
=

[
1.569
1.018

]

έχει λύση x1 = 10, x2 = 1. ΄Οµως, αν υποθέσουµε Η/Υ µε αναπαράσταση αριθµών

±0. f1 f2 · · · fn × 10±|s|, |s| ≤ 10, n = 5 ,

η απλή απαλοιφή Gauss δίνει προσεγγιστικά µετά την τριγωνοποίηση
[

0.3 × 10−3 0.1566 × 101

0 −0.1804 × 101

] [
x1
x2

]
=

[
0.1569 × 101

−0.1805 × 100

]
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και τότε, x2 = 1.0006, x1 = 6.868. Η οδήγηση µε εναλλαγή γραµµών είναι απαραίτητη για
να ϐρούµε τα ακριβή x1, x2. ΄Ετσι, αν εναλλάξουµε την πρώτη µε τη δεύτερη εξίσωση, αν,
δηλαδή, ξεκινήσουµε µε το σύστηµα

[
0.3454 −2.436
0.0003 1.566

] [
x1
x2

]
=

[
1.018
1.569

]

η τριγωνοποίηση δίνει
[

0.3454 × 100 −0.2436 × 101

0 0.1568 × 101

] [
x1
x2

]
=

[
0.1018 × 101

0.1568 × 101

]
.

Συνεπώς, x2 = 1, x1 = 10.

Ολική οδήγηση (κατά γραµµές και στήλες). Φέρνουµε στο akk µε κατάλληλη εναλλαγή γραµ-
µών και στηλών το µεγαλύτερο κατ΄ απόλυτη τιµή στοιχείο όλου του πίνακα. Προσέξτε ότι
η εναλλαγή στηλών απαιτεί και εναλλαγή στοιχείων στο διάνυσµα x.

3.4 Ευστάθεια γραµµικών συστηµάτων

Αν έχουµε µικρές µεταβολές στα A, b πόσο αλλάζει η λύση ;

Παράδειγµα:

[
1 3
1 3.01

] [
x1
x2

]
=

[
4
4.01

]

έχει λύση x1 = x2 = 1.
Το ελαφρά διαφορετικό σύστηµα

[
1 3
1 2.99

] [
x1
x2

]
=

[
4
4.02

]

έχει λύση x1 = 10, x2 = −2, τελείως διαφορετική.

Ορισµός: Το σύστηµα Ax = b χαρακτηρίζεται ως ασταθές αν έχουµε µεγάλη απόκλιση στη
λύση για µικρές αλλαγές στα A, b.

Κριτήριο ευστάθειας (well-conditioned system) είναι ο δείκτης κατάστασης µ

µ = ||A|| · ||A−1||

του πίνακα A ως προς τη νόρµα || · ||. Π.χ. µία νόρµα είναι η ‘‘νόρµα αθροίσµατος γραµµών’’

||A||∞ = max
1≤i≤n

n∑

j=1

∣∣∣ai j
∣∣∣ .

Αν µ � 1 το σύστηµα είναι ασταθές.
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3.5 Εφαρµογές

Η διαδικασία τριγωνοποίησης µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss που περιγράφηκε παραπάνω
ϐρίσκει εφαρµογή και σε άλλα προβλήµατα γραµµικής άλγεβρας, πέρα από την επίλυση γραµ-
µικών συστηµάτων.

3.5.1 Υπολογισµός Ορίζουσας

Η πρόσθεση σε µία γραµµή ενός (τετραγωνικού) πίνακα του πολλαπλάσιου µίας άλλης είναι
διαδικασία που διατηρεί την ορίζουσα. Ο άνω τριγωνικός πίνακας που παράγεται µε την απα-
λοιφή Gauss όπως περιγράφηκε, αν η τριγωνοποίηση περιοριστεί µόνο σε τέτοιες µεταβολές,
έχει πολύ εύκολο υπολογισµό της ορίζουσας του και, εποµένως, και της ορίζουσας του αρχικού.
Η εφαρµογή της σχέσης (3.2), µε ανάπτυξη κατά την πρώτη στήλη, δίνει ως ορίζουσα το γινόµενο
των διαγωνίων στοιχείων του:

det A =

n∏

i=1

a′ii .

Προσέξτε ότι τα στοιχεία a′ii είναι τα διαγώνια στοιχεία του τριγωνικού πίνακα. Επίσης, σε
περίπτωση που εφαρµόσουµε οδήγηση (δηλ. εναλλαγή γραµµών ή στηλών) πρέπει να λάβουµε
υπόψη ότι κάθε τέτοια µεταβολή αλλάζει το πρόσηµο της ορίζουσας.

Εποµένως, η ορίζουσα det A µπορεί να υπολογιστεί ως το γινόµενο των στοιχείων της δια-
γωνίου του τελικού πίνακα (µετά την άνω ή κάτω τριγωνοποίηση), A′, επί (−1)s όπου s είναι ο
συνολικός αριθµός εναλλαγών γραµµών (ή στηλών) που έγιναν κατά την απαλοιφή.

Εναλλακτικά, ο υπολογισµός της ορίζουσας µπορεί να γίνει αναδροµικά από τη σχέση

det A =

n∑

i=1

(−1)i+ jai j det Ai j , (3.2)

όπου Ai j είναι ο πίνακας διαστάσεων (n− 1)× (n− 1) που προκύπτει από τον A διαγράφοντας τη
γραµµή i και τη στήλη j.

3.5.2 Μέθοδος Gauss–Jordan για τον υπολογισµό του αντίστροφου πίνακα

Μια µέθοδος επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, εναλλακτική της τριγωνοποίησης και οπι-
σθοδρόµησης είναι η εξής : Αφού ϕέρουµε τον πίνακα σε άνω τριγωνική µορφή µε την απαλοιφή
Gauss επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία από την τελευταία γραµµή προς την πρώτη ώστε να µη-
δενίσουµε και τα στοιχεία πάνω από τη διαγώνιο. Εποµένως, µε αυτήν τη διαδικασία, ένα
σύστηµα της µορφής

Ax = B

γίνεται
A′x = B′ ,

όπου ο A′ είναι διαγώνιος πίνακας, ο οποίος µε πολύ εύκολη τροποποίηση µπορεί να γίνει ο
µοναδιαίος,

Ix = B′′ .

Η µέθοδος αυτή παράγει απ΄ ευθείας τη λύση του συστήµατος, απαιτεί όµως περισσότερες
πράξεις από την τριγωνοποίηση σε συνδυασµό µε την οπισθοδρόµηση, και γι΄ αυτό δε χρη-
σιµοποιείται συνήθως. ΄Οµως, προσέξτε ότι οποιαδήποτε µέθοδος επίλυσης παράγει τελικά το

x = A−1B .
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Συνεπώς, αν επιλέξουµε για πίνακα B διαδοχικά τα n διανύσµατα (1, 0, . . . , 0)T , (0, 1, . . . , 0)T ,
. . . , (0, 0, . . . , 1)T ϑα έχουµε ως λύσεις τις αντίστοιχες στήλες του πίνακα A−1. Η µέθοδος αυτή
για την εύρεση του αντιστρόφου ενός πίνακα An×n είναι η µέθοδος Gauss–Jordan και απαιτεί
την επίλυση n γραµµικών συστηµάτων Ax = B µε διαφορετικά δεξιά µέλη. Κατά τη διαδικασία
της τριγωνοποίησης, οποιαδήποτε µεταβολή των συστηµάτων καθορίζεται αποκλειστικά από τα
στοιχεία του A και, συνεπώς, µπορούν να επιλυθούν ταυτόχρονα. Εποµένως, για την εύρεση
του αντιστρόφου ενός τετραγωνικού πίνακα A ξεκινούµε από τον πίνακα



a11 a12 · · · a1n | 1 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n | 0 1 · · · 0
...

...
. . .

... | ...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann | 0 0 · · · 1



και εκτελούµε πλήρη τριγωνοποίηση στο αριστερό τµήµα του ώστε να παράγουµε τον πίνακα


1 0 · · · 0 | ã11 ã12 · · · ã1n

0 1 · · · 0 | ã21 ã22 · · · ã2n
...

...
. . .

... | ...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 | ãn1 ãn2 · · · ãnn


.

Το δεξί τµήµα αυτού αποτελεί τον αντίστροφο πίνακα, A−1.

3.5.3 Εύρεση ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων

Ας ϑυµίσουµε τον ορισµό των εννοιών του ιδιοδιανύσµατος και της ιδιοτιµής ενός πίνακα A.
Αν υπάρχει ένας αριθµός λ, εν γένει µιγαδικός, και ένα διάνυσµα (πίνακας–στήλη) x, διάφορο

του (0, 0, . . . , 0) για τα οποία ισχύει
Ax = λx , (3.3)

τότε το x λέγεται ιδιοδιάνυσµα του A ενώ το λ είναι η αντίστοιχη ιδιοτιµή. Παρατηρήστε ότι το x
δεν είναι µοναδικό καθώς οποιοδήποτε πολλαπλάσιό του αποτελεί επίσης λύση του συστήµατος
(3.3) για την ίδια ιδιοτιµή.

Η (3.3) µπορεί να γραφεί ως εξής

Ax = λx⇒ Ax = λIx⇒ (A − λI)x = 0 .

Το σύστηµα έχει µοναδική λύση, την x = (0, 0, . . . , 0)T , αν και µόνο αν ο πίνακας A − λI
αντιστρέφεται. Καθώς δεν ενδιαφερόµαστε για τη µηδενική λύση, οδηγούµαστε στην απαίτηση
να ισχύει det(A−λI) = 0. Παρατηρήστε ότι η έκφραση det(A−λI) είναι ένα πολυώνυµο n ϐαθµού
ως προς λ. Η εύρεση των n ϱιζών του µπορεί να γίνει αναλυτικά (για n < 5) ή, γενικότερα,
αριθµητικά µε τις µεθόδους που περιγράψαµε στο Κεφάλαιο 2.

Εάν επιθυµούµε, µπορούµε να υπολογίσουµε τους συντελεστές του πολυωνύµου:

(−1)n(λn − pn−1λ
n−1 · · · − p1λ − p0) = 0 .

Η µέθοδος Fadeev–Leverrier είναι µια αποτελεσµατική διαδικασία για τον υπολογισµό των συν-
τελεστών pi του πολυωνύµου. Η µέθοδος χρησιµοποιεί µια ακολουθία πινάκων {B} για τον
υπολογισµό των συντελεστών pi.
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Αλγόριθµος Fadeev–Leverrier:

1. Θέτουµε k ← 1, Bn−k ← A, pn−k ← TrBn−k
1.

2. Υπολογίζουµε τον πίνακα Bn−(k+1) ← A (Bn−k − pn−kI) και τον συντελεστή pn−k ← 1
k TrBn−k.

3. Θέτουµε k ← k + 1. Αν ισχύει k < n συνεχίζουµε µε το ϐήµα 2.

΄Ενα επιπλέον πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι ο αντίστροφος πίνακας µπορεί κατόπιν να
υπολογιστεί πολύ εύκολα ως:

A−1 =
1
p0

(B1 − p1I) .

Αφού προσδιοριστούν οι ιδιοτιµές, η επίλυση του γραµµικού συστήµατος (A − λI)x = 0 µπορεί

να γίνει µε τις µεθόδους που παρουσιάστηκαν. Προσέξτε ότι το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις,
οπότε τουλάχιστον µία από τις συνιστώσες του διανύσµατος x είναι ‘‘ελεύθερη’’. Αυτό προκύπτει
καθώς κατά την επίλυση του συστήµατος καταλήγουµε σε εξίσωση της µορφής 0xk = 0 για
κάποιο k. Τότε, η συγκεκριµένη συνιστώσα µπορεί να τεθεί αυθαίρετα 1. ∆εν ϑα αναφερθούµε
στην περίπτωση που εµφανιστεί και δεύτερη ‘‘ελεύθερη’’ συνιστώσα.

3.6 Ασκήσεις

1. Υλοποιήστε σε πρόγραµµα FORTRAN το πρώτο στάδιο (τριγωνοποίηση) της απαλοιφής
Gauss. Θεωρείστε ότι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα είναι µη µηδενικά.
Υπόδειξη : ∆ηµιουργήστε ένα πίνακα 4×4 µε τυχαία στοιχεία για να ελέγξετε το πρόγραµµά
σας.

2. Συµπληρώστε το πρόγραµµα της προηγούµενης άσκησης µε το δεύτερο στάδιο (οπισθο-
δρόµηση) της απαλοιφής Gauss.

3. Να γράψετε συνάρτηση της FORTRAN που να υπολογίζει την ορίζουσα ενός πίνακα. Θα
δέχεται ως ορίσµατα τον πίνακα και, αν σας χρειάζεται, την τάξη του και ϑα επιστρέφει
την ορίζουσα. Μπορείτε να εφαρµόσετε την απαλοιφή Gauss για να ϕέρετε τον πίνακα σε
τριγωνική µορφή. Η διαδικασία αυτή διατηρεί την ορίζουσα, η οποία υπολογίζεται εύκολα
από το γινόµενο των διαγώνιων στοιχείων του τριγωνικού πίνακα.
Χρησιµοποιήστε τη για να υπολογίσετε την ορίζουσα του



2.1 3.9 0.3 −4.1
4.3 −1.3 0.8 1.5
1.0 −2.8 4.3 −8.1
2.4 6.1 −1.1 12.5


.

4. Υλοποιήστε σε πρόγραµµα FORTRAN τη µέθοδο Cramer.

1Το Tr συµβολίζει το ίχνος του πίνακα (το άθροισµα των στοιχείων της διαγωνίου).
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5. Υλοποιήστε σε υπορουτίνα FORTRAN τον αλγόριθµο αντιστροφής πίνακα που περιγράφη-
κε. Να τη χρησιµοποιήσετε για να ϐρείτε τον αντίστροφο του



2.1 3.9 0.3 −4.1
4.3 −1.3 0.8 1.5
1.0 −2.8 4.3 −8.1
2.4 6.1 −1.1 12.5


.

6. Να γράψετε πρόγραµµα FORTRAN που να υλοποιεί τον αλγόριθµο εύρεσης ιδιοτιµών ενός
τετραγωνικού πίνακα. Να ϐρείτε µία ιδιοτιµή του πίνακα



2.1 3.9 0.3 −4.1
4.3 −1.3 0.8 1.5
1.0 −2.8 4.3 −8.1
2.4 6.1 −1.1 12.5


.

7. ΄Ενα σύστηµα n γραµµικών εξισώσεων,

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

για το οποίο ισχύει ότι

|aii| >
n∑

j=1, j,i

∣∣∣ai j
∣∣∣ , ∀ i = 1, . . . , n ,

µπορεί να επιλυθεί µε την ακόλουθη µέθοδο:

Φέρνουµε το σύστηµα στη µορφή

xi =
1
aii

bi −
i−1∑

j=1

ai jx j −
n∑

j=i+1

ai jx j

 , ∀ i = 1, . . . , n .

΄Εχοντας µια οποιαδήποτε αρχική προσέγγιση για τα xi, µπορούµε να παράγουµε µε τη
ϐοήθεια του παραπάνω τύπου µια νέα, καλύτερη προσέγγιση.

Η µέθοδος έχει δύο παραλλαγές :

Gauss–Jacobi. Σε αυτήν την παραλλαγή, οι ‘‘παλαιές’’ τιµές για τα xi, x(k)
i , χρησιµοποιο-

ύνται για να υπολογιστούν οι ‘‘νέες’’, x(k+1)
i :

x(k+1)
i =

1
aii

bi −
i−1∑

j=1

ai jx
(k)
j −

n∑

j=i+1

ai jx
(k)
j

 , ∀ i = 1, . . . , n .

Ο υπολογισµός του x(k+1)
i χρησιµοποιεί τις τιµές x(k)

j για j < i, και j > i.
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Gauss–Seidel. Στη δεύτερη παραλλαγή, οι ‘‘νέες’’ τιµές των xi, x(k+1)
i , χρησιµοποιούνται

στον τύπο αµέσως µόλις υπολογιστούν :

x(k+1)
i =

1
aii

bi −
i−1∑

j=1

ai jx
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

ai jx
(k)
j

 , ∀ i = 1, . . . , n .

Ο υπολογισµός του x(k+1)
i χρειάζεται τις τιµές x(k)

j για j > i και τις τιµές x(k+1)
j για

j < i.

Να γράψετε δύο υπορουτίνες Fortran, µε ονόµατα JACOBI, SEIDEL που να υλοποιούν
τους αντίστοιχους αλγορίθµους. Να τις χρησιµοποιήσετε για την εύρεση της λύσης του
συστήµατος Ax = B όπου

A =



12.1 3.9 0.3 −4.1
4.3 −11.3 0.8 1.5
1.0 −2.8 14.3 −8.1
2.4 6.1 −1.1 12.5


, x =



x1
x2
x3
x4


, B =



1.2
2.3
3.4
4.5


.

Να χρησιµοποιήσετε το ακόλουθο κριτήριο τερµατισµού των επαναλήψεων: κάθε στοιχείο
του διανύσµατος Ax − B να είναι κατ΄ απόλυτη τιµή µικρότερο του 10−7.



Κεφάλαιο 4

Παρεµβολή και Προσέγγιση
Συναρτήσεων

4.1 Παρεµβολή µε πολυώνυµο Lagrange

΄Εστω ότι γνωρίζουµε τις τιµές µιας συνάρτησης f (x), f0, f1, . . . , fν σε σηµεία x0, x1, . . ., xν,
και Ϲητάµε να υπολογίσουµε την τιµή f (x′), x′ , xi όπου x′ ένα ενδιάµεσο σηµείο, min{xi} <
x′ < max{xi}.

Η παρεµβολή Lagrange προσεγγίζει την f (x) µε ένα πολυώνυµο ν-ϐαθµού pν(x) που περνά
από τα σηµεία (xi, fi).

Θεώρηµα: ΄Εστω η συνάρτηση f (x), ορισµένη στο [a, b], και ν+1 διαφορετικά σηµεία x0, x1, . . . , xν
σε αυτό. Τότε υπάρχει µοναδικό πολυώνυµο p(x) ∈ {Πν(x)} ώστε p(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , ν,
το οποίο λέγεται πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange. ∆ίνεται από τον τύπο

p(x) =

ν∑

i=0

`i(x) fi ,

όπου για i = 0, 1, 2, . . . , ν,

`i(x) =

ν∏

j=0, j,i

x − x j

xi − x j
. (4.1)

Παράδειγµα: Το πολυώνυµο παρεµβολής για τη συνάρτηση f (x) = 1
x στα σηµεία πα-

ϱεµβολής x0 = 2.0, x1 = 2.5, x2 = 4.0 είναι

p(x) = `0(x) f0 + `1(x) f1 + `2(x) f2 = 0.5`0(x) + 0.4`1(x) + 0.25`2(x) ,

όπου

`0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x − 2.5)(x − 4)
(2 − 2.5)(2 − 4)

= x2 − 6.5x + 10 ,

`1(x) =
(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
=

(x − 2)(x − 4)
(2.5 − 2)(2.5 − 4)

= −4
3

x2 + 8x + 6.4 ,

`2(x) =
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

(x − 2)(x − 2.5)
(4 − 2)(4 − 2.5)

= −1
3

x2 + 1.5x +
5
3
.

27
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Εποµένως, το p(x) = 0.05x2 − 0.425x + 1.15 αποτελεί καλή προσέγγιση της f (x) = 1
x στο

διάστηµα [2, 4].

Θεώρηµα: ΄Εστω η συνάρτηση f (x) που είναι συνεχής µε ν + 1 συνεχείς παραγώγους στο [a, b]
για τις οποίες ισχύει

∣∣∣ f ν+1(ξ)
∣∣∣ ≤ M, ∀ξ ∈ [a, b]. ΄Εστω ακόµα ότι x0 ≡ a, x1, x2, . . . , xν ≡ b

είναι ν + 1 διαφορετικά σηµεία στο διάστηµα [a, b] και p(x) το πολυώνυµο παρεµβολής
Lagrange για τη συνάρτηση f (x). Τότε

| f (x) − p(x)| ≤ M
(ν + 1)!

ν∏

i=0

|x − xi| , ∀x ∈ [a, b] .

Παράδειγµα: ΄Εστω f (x) = ex. Ζητείται να υπολογιστεί το σφάλµα παρεµβολής Lagrange
στα σηµεία x0, x1.
΄Εχουµε ν = 1 και f ′′(x) = ex. ΄Αρα | f ′′(x)| ≤ ex1 , ∀x ∈ [x0, x1]. Από το παραπάνω ϑεώρηµα
έχουµε:

| f (x) − p(x)| ≤ ex1

2!
(x − x0)(x − x1) .

Εποµένως, για συγκεκριµένο x ∈ [x0, x1] µπορούµε να υπολογίσουµε το σφάλµα ε, ή,
αντίστροφα, για συγκεκριµένο σφάλµα να υπολογίσουµε το ∆x = x1 − x0 ως εξής : πρέπει

max
x0≤x≤x1

| f (x) − p(x)| ≤ ex1

2
max[(x − x0)(x − x1)] < ε .

΄Οµως το (x − x0)(x − x1) γίνεται µέγιστο στο x =
x0+x1

2 . ΄Αρα

ex1

2

( x1 − x0

2

)2
< ε⇒ (∆x)2 <

8ε
ex1

.

Αν x1 = 1.0, ε = 10−6, τότε ∆x < 1.716 × 10−3. Παρατηρούµε ότι αν το διάστηµα [a, b]
είναι µικρό και χρησιµοποιούµε µικρού ϐαθµού πολυώνυµα έχουµε καλή προσέγγιση.
Αντίθετα, πολυώνυµα µεγάλου ϐαθµού τείνουν να έχουν έντονη ταλαντωτική συµπεριφορά
στα διαστήµατα µεταξύ των σηµείων, Σχήµα 4.1.

4.2 Προσέγγιση µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων

Πολλές ϕορές ϑέλουµε καλή προσέγγιση σε µία συνάρτηση f (x) όταν έχουµε ένα σύνολο
σηµείων (xi, yi) αλλά δεν ισχύει απαραίτητα yi = f (xi). Τέτοια περίπτωση αποτελούν οι µετρήσεις
πειραµατικών δεδοµένων καθώς περιέχουν σφάλµατα.

Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων προσαρµόζουµε στα δεδοµένα µας µια συνάρτηση f (x)
προκαθορισµένης µορφής, µε παραµέτρους, ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων
από τα yi,

∑n
i=1[ f (xi) − yi]2, να γίνεται ελάχιστο ως προς αυτές τις παραµέτρους.

΄Εστω ότι η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι γραµµική (πολυώνυµο ϐαθµού 1). Ορίζουµε τότε τη
συνάρτηση f (x) = αx + β όπου οι συντελεστές α, β προσδιορίζονται από τη µέθοδο ελαχίστων
τετραγώνων από τις εξής σχέσεις

α =

n
n∑

i=1

xiyi −
n∑

i=1

xi

n∑

i=1

yi

n
n∑

i=1

x2
i −


n∑

i=1

xi


2 , (4.2α΄)
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x

Σχήµα 4.1: Προσέγγιση της συνάρτησης f (x) =
(
1 + 25x2

)−1
στο [−1, 1] µε πολυώνυµο 20ου

ϐαθµού. Παρατηρήστε τις έντονες ταλαντώσεις στα άκρα του διαστήµατος

β =

n∑

i=1

x2
i

n∑

i=1

yi −
n∑

i=1

xi

n∑

i=1

xiyi

n
n∑

i=1

x2
i −


n∑

i=1

xi


2 . (4.2β΄)

Απόδειξη: Το άθροισµα

E(α, β) =

n∑

i=1

(αxi + β − yi)2

γίνεται ακρότατο όταν ∂E/∂α = 0, ∂E/∂β = 0. Οι εξισώσεις οδηγούν στο σύστηµα
[ ∑n

i=1 x2
i

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi n

] [
α

β

]
=

[ ∑n
i=1 xiyi∑n
i=1 yi

]

Το σύστηµα έχει µοναδική λύση, την (4.2α΄), όταν η ορίζουσα είναι µη µηδενική.
Ο συντελεστής r2 που προσδιορίζει την ποιότητα της ευθείας (δηλ. το πόσο καλή είναι η

προσέγγιση) είναι

r2 ≡

n∑

i=1

(αxi + β) − 1
n

n∑

j=1

y j


2

n∑

i=1

yi − 1
n

n∑

j=1

y j


2 .

Ισχύει πάντα ότι 0 <= r2 <= 1. Το r2 = 1 υποδηλώνει τέλεια προσαρµογή (η ευθεία περνά από
όλα τα σηµεία), ενώ η τιµή γίνεται µικρότερη από 1 όσο πιο διασκορπισµένα είναι τα σηµεία
γύρω από την ευθεία.
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4.2.1 Πολυωνυµική προσέγγιση

΄Εστω f (x) = p(x) =
∑m

i=0 αixi. Τότε, η προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων οδηγεί στο γραµµι-
κό σύστηµα 

S 0 S 1 · · · S m

S 1 S 2 · · · S m+1
...

...
...

S m S m+1 · · · S 2m





α0
α1
...

αm


=



β0
β1
...

βm



όπου

S k =

n∑

i=0

xk
i , k = 0, 1, . . . , 2m ,

βk =

n∑

i=0

xk
i yi , k = 0, 1, . . . ,m .

Το σύστηµα αυτό έχει µοναδική λύση στο R αν m < n, xi , x j ∀i , j. Αν n = m + 1, η λύση
αντιστοιχεί στο πολυώνυµο Lagrange m ϐαθµού.

Αν το άθροισµα ∑n
i=1[ f (xi) − yi]2 έχει τη µορφή σφάλµατος που προκύπτει από την αντικα-

τάσταση f (xi) = αxi + β ή f (xi) = p(xi), τότε οι συνθήκες για ελάχιστο είναι και ικανές (⇐) και
αναγκαίες (⇒) και η λύση είναι µοναδική.

Παράδειγµα: ΄Εστω ότι τα σηµεία (xi, yi) είναι {(0.0, 1.0), (0.25, 1.284), (0.5, 1.6487), (0.75, 2.117),
(1.0, 2.7183)}, i = 1, . . . , 5. Το δευτεροβάθµιο πολυώνυµο που εξάγεται από τη µέθοδο ελαχίστων
τετραγώνων προκύπτει ως λύση της


5.0 3.5 1.8750
2.5 1.875 1.5625
1.875 1.5625 1.3828

 ·

α0
α1
α3

 =


8.768
5.4514
4.4015

⇒

α0 = 1.0052
α1 = 0.8641
α2 = 0.8437

.

Εποµένως,
p(x) = 1.0052 + 0.8641x + 0.8437x2.

Προσδιορίστε το αντίστοιχο πρωτοβάθµιο πολυώνυµο. Τι παρατηρείτε ;

Παρατηρήσεις:

• Συχνά η άγνωστη συνάρτηση f (x) εξαρτάται γραµµικά από άλλες συναρτήσεις f (x) =∑m
i=0 αi fi(x). Η µέθοδος οδηγεί (µε τις συνθήκες ∂E/∂αi = 0 ∀i = 0, 1, . . . ,m), σε µοναδική

λύση υπό ορισµένες συνθήκες.

• Αν η f (x) δεν είναι γραµµική συνάρτηση, η λύση ϐρίσκεται µε παρόµοιο τρόπο. Για
παράδειγµα, αν f (x) = βeαx, το άθροισµα

E(α, β) =

n∑

i=1

(
βeαxi − yi

)2 ,
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ελαχιστοποιείται όταν ∂E/∂α = ∂E/∂β = 0. Οι παραπάνω συνθήκες οδηγούν στο µη γραµµικό
σύστηµα

n∑

i=1

2
(
βeαxi − yi

)
βxieαxi = 0 ,

n∑

i=1

2
(
βeαxi − yi

)
eαxi = 0 .

Προσέξτε, όµως, ότι αν υπολογίσουµε το λογάριθµο των δεδοµένων, {xi, ln yi}, i = 1, . . . , n,
η αντίστοιχη f (x) που τα προσεγγίζει γίνεται ln β+αx, η οποία είναι γραµµική και η µορφή
της έχει ήδη εξεταστεί.

4.3 Ασκήσεις

1. Υλοποιήστε σε υποπρόγραµµα Fortran την παρεµβολή Lagrange. Αυτό ϑα δέχεται ως
ορίσµατα εισόδου δύο πίνακες x, y που ϑα περιέχουν τα Ϲεύγη σηµείων (x, y) καθώς και
την τιµή στην οποία ϑέλουµε να υπολογίζει το πολυώνυµο Lagrange· την τιµή αυτού ϑα
την επιστρέφει.
∆ηµιουργήστε µε ξεχωριστό πρόγραµµα ένα αρχείο ‘‘points.dat’’ µε τα σηµεία (x, y) για
µια γνωστή συνάρτηση, π.χ. sin x στο διάστηµα [2, 4], παίρνοντας 15 ισαπέχοντα σηµεία
στον άξονα x.
Εφαρµόστε το υποπρόγραµµα που γράψατε για να υπολογίσετε τις προσεγγιστικές τιµές
της ‘‘άγνωστης’’ συνάρτησης του αρχείου ‘‘points.dat’’ σε 100 ισαπέχοντα σηµεία µεταξύ
των min{xi} και max{xi}.

2. Τροποποιήστε τον κώδικα που γράψατε για την προηγούµενη άσκηση ώστε να υπολογίζει
και να επιστρέφει, εκτός από τις προσεγγιστικές τιµές της συνάρτησης [δηλαδή, τις τιµές
του πολυωνύµου Lagrange, p(x) της (4.1)], και τις αντίστοιχες τιµές της πρώτης παραγώγου,
p′(x).

3. Γράψτε πρόγραµµα που να προσεγγίζει άγνωστη συνάρτηση µε τη µέθοδο ελαχίστων τε-
τραγώνων. Η συνάρτηση ϑα δίνεται ως Ϲεύγη σηµείων, σε δύο πίνακες x, y. ∆ώστε τη
δυνατότητα στο χρήστη του προγράµµατος να επιλέγει την προσεγγιστική καµπύλη µετα-
ξύ των

(α΄) y = ax + b (γραµµική),
(ϐ΄) y = axb (δύναµη),
(γ΄) y = a + bex (εκθετική),
(δ΄) y = a + b ln x (λογαριθµική).

Υπόδειξη : ∆ηµιουργήστε µε ξεχωριστό κώδικα τους πίνακες x, y για µια γνωστή συνάρτη-
ση, π.χ. sin x στο διάστηµα [2, 4], παίρνοντας 15 ισαπέχοντα σηµεία.

4. Η συνολική ϕωτεινή ισχύς P που εκπέµπεται από ένα µέλαν σώµα επιφάνειας A δίνεται
συναρτήσει της απόλυτης ϑερµοκρασίας του T από τη σχέση

P = σAT 4 ,
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όπου σ η σταθερά Stefan–Boltzmann. Πειραµατικές µετρήσεις για ένα νήµα ηλεκτρικού
λαµπτήρα (που ϑεωρούµε ότι προσεγγίζει το µέλαν σώµα) σε ϑερµοκρασίες 300 Κ–2300 Κ
έδωσαν τις ακόλουθες τιµές

T (K) P(W)
300 0.0013
400 0.0162
500 0.0297
600 0.0318
700 0.0484
800 0.0965
900 0.1357

1000 0.2947
1100 0.4563
1200 0.5398
1300 0.8884
1400 1.0031
1500 1.4193
1600 1.9052
1700 2.4026
1800 2.5031
1900 3.9072
2000 4.3156
2100 5.5060
2200 6.9044
2300 7.6370

Αν υποθέσουµε ότι η επιφάνεια του νήµατος είναι 0.05 cm2, να επαληθεύσετε από τα
δεδοµένα το νόµο Stefan–Boltzmann (ότι πράγµατι η δύναµη στην οποία υψώνεται το T
είναι 4) και να εκτιµήσετε τη σταθερά σ.



Κεφάλαιο 5

Αριθµητική Ολοκλήρωση

5.1 Εισαγωγή

Για τη συντριπτική πλειοψηφία των συναρτήσεων f (x) δεν υπάρχουν ή είναι πολύ δύσχρηστοι
οι τύποι της αντιπαραγώγου της f (x), δηλαδή της F(x) η οποία ικανοποιεί τη σχέση F′(x) = f (x),
ώστε να υπολογιστεί ακριβώς το

∫ b

a
f (x) dx = F(b) − F(a) .

Συχνά η f (x) δεν είναι γνωστή παρά µόνο σε συγκεκριµένα σηµεία. Και σε αυτήν την περίπτωση
καταφεύγουµε σε αριθµητικές µεθόδους ολοκλήρωσης, σύµφωνα µε τις οποίες έχουµε

∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑

i=1

ci f (xi) ,

όπου xi, i = 1, 2, . . . n, συγκεκριµένα σηµεία στο [a, b], και ci προσδιοριζόµενες σταθερές.

5.2 Κανόνας Τραπεζίου

x0 x1 x

f (x)

y

p1(x)

Σχήµα 5.1: Γραµµική προσέγγιση συνάρτησης για την εφαρµογή του τύπου ολοκλήρωσης
τραπεζίου

Για ένα µικρό διάστηµα [x0, x1] έχουµε προσεγγιστικά

I =

∫ x1

x0

f (x) dx ≈ x1 − x0

2
[
f (x0) + f (x1)

]
,

33
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που αντιστοιχεί σε πρωτοβάθµιο πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange, Σχήµα 5.1. Το σφάλµα
ολοκλήρωσης είναι

I − x1 − x0

2
[
f (x0) + f (x1)

]
= − 1

12
(x1 − x0)3 f ′′(ξ) , ξ ∈ [x0, x1] .

Η επανάληψη του τύπου για πολλά διαδοχικά διαστήµατα δίνει την προσεγγιστική έκφραση
για το ολοκλήρωµα σε εκτεταµένο διάστηµα. ΄Ετσι, αν έχουµε χωρίσει το [a ≡ x0, b ≡ xn] σε n
ίσα διαστήµατα [xi, xi+1] µε x j = x0 + jh, j = 0, 1, . . . , n και h = b−a

n , έχουµε
∫ xn

x0

f (x) dx ≈ h
2

( f0 + 2 f1 + 2 f2 + · · · + 2 fn−1 + fn) , (5.1)

όπου fi ≡ f (xi).

Θεώρηµα: Αν f (x) συνεχής µε δύο συνεχείς παραγώγους στο [a, b], και

max
x∈[a,b]

∣∣∣ f ′′(x)
∣∣∣ ≤ M ,

τότε το σφάλµα ολοκλήρωσής της, ε, µε τη σύνθετη µέθοδο τραπεζίου είναι

|ε| ≤ b − a
12

Mh2 =
nM
12

h3 .

Απόδειξη :

E =

∫ x1

x0

f (x) dx − h
2

 f0 + 2
n−1∑

i=1

fi + fn



=

n−1∑

i=0

[∫ xi+1

xi

f (x) dx − h
2

( fi + fi+1)
]

=

n−1∑

i=0

εi .

Σε κάθε διάστηµα [xi, xi+1] έχουµε:

εi = − 1
12

(xi+1 − xi)3 f ′′(ξi) = − h3

12
f ′′(ξi) .

Εποµένως,

|εi| ≤ h3

12
M

και

|E| =
n−1∑

i=0

|εi| ≤ nM
12

h3 .

• Αν f ′′(x) συνεχής και ϕραγµένη στο [a, b], τότε |E| ∝ h2 καθώς h → 0. ΄Αρα, |E| ≤ Ch2

(δεύτερης τάξης).

• Αν f ′(x) είναι συνεχής στο [a, b], τότε το σφάλµα |E| ∝ h καθώς h → 0. ΄Αρα, |E| ≤ Ch
(πρώτης τάξης, αργότερη σύγκλιση).
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Παράδειγµα: Ας υπολογίσουµε αριθµητικά το I =
∫ π

0 sin x dx και να το συγκρίνουµε µε την
πραγµατική του τιµή, 2. ΄Εστω n + 1 ισαπέχοντα σηµεία στο [0, π], xk = k πn , k = 0, 1, . . . n. Τότε

I ≈ In =
π

n


sin x0 + sin xn

2
+

n−1∑

i=1

sin xk

 .

Εποµένως,
n In ε = I − In

1 0.00000000 2.00000000
2 1.57079633 0.42920367
3 1.81379936 0.18620064
4 1.89611890 0.10388110
5 1.93376560 0.06623440
6 1.95409723 0.04590277
7 1.96631668 0.03368332
8 1.97423160 0.02576840
9 1.97965081 0.02034919
10 1.98352354 0.01647646
11 1.98638699 0.01361301
12 1.98856378 0.01143622
13 1.99025718 0.00974282
14 1.99160043 0.00839957
15 1.99268383 0.00731617
16 1.99357034 0.00642966
17 1.99430494 0.00569506
18 1.99492046 0.00507954
19 1.99544132 0.00455868
20 1.99588597 0.00411403

Παρατηρήστε ότι το σφάλµα τείνει στο 0 ως h2.
Το ελάχιστο n για να έχουµε ε ≤ 10−4, προσδιορίζεται ως εξής :

∣∣∣ f ′′(x)
∣∣∣ = |− sin x| ≤ 1 ∀x ∈ [0, π] .

Εποµένως,

|E| ≤ π

12
h2 =

π

12
π2

n2 ≤ 10−4 ⇒ n ≥ 161.

5.3 Κανόνας Simpson

Στη µέθοδο Simpson προσεγγίζουµε το ολοκλήρωµα χρησιµοποιώντας πολυώνυµο Lagrange
δευτέρου ϐαθµού που παρεµβάλεται σε τρία σηµεία, Σχήµα 5.2.

∫ x2

x0

f (x) dx ≈ h
3

( f0 + 4 f1 + f2) ,

καθώς το p2(x) που προσδιορίζεται από τα (x0, f0), (x1, f1), (x2, f2) είναι

p2(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f0 +

(x − x0)(x − x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

f1 +
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f2 .
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x0 x

y

f (x)
p2(x)

x1 x2

Σχήµα 5.2: Προσέγγιση συνάρτησης µε παραβολή για την εφαρµογή του τύπου ολοκλήρωσης
Simpson

Εποµένως,
∫ x2

x0

p2(x) dx = f0

∫ x2

x0

(x − x1)(x − x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

dx + f1

∫ x2

x0

(x − x0)(x − x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

dx

+ f2

∫ x2

x0

(x − x0)(x − x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

dx

= f0
h
3

+ f1
4h
3

+ f2
h
3
.

Αν η f (x) έχει τέσσερις συνεχείς παραγώγους στο [x0, x2] έχουµε για το σφάλµα:
∫ x2

x0

f (x) dx − h
3

( f0 + 4 f1 + f2) = − 1
90

h5 f (4)(ξ) , ξ ∈ [x0, x2] .

Παρόµοια µε τον τύπο τραπεζίου, µπορούµε να υπολογίσουµε το σύνθετο τύπο Simpson στο
διάστηµα [a, b] υποθέτοντας ότι b − a = 2kh. Προκύπτει ότι

∫ b

a
f (x) dx ≈ h

3

 f0 + f2k + 4
k∑

j=1

f2 j−1 + 2
k−1∑

j=1

f2 j

 . (5.2)

Επιπλέον, αν η τέταρτη παράγωγος είναι ϕραγµένη στο [a, b],

max
x∈[a,b]

∣∣∣ f (4)(x)
∣∣∣ ≤ M ,

το σφάλµα ε του σύνθετου τύπου Simpson είναι

|ε| ≤ b − a
90

Mh4 . (5.3)

Παράδειγµα: Ο υπολογισµός του

I =

∫ π

0
sin x dx
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µε τον σύνθετο τύπο Simpson δίνει

n In ε = I − In

2 2.0943951 −0.0943951
4 2.0045598 −0.0045598
6 2.0008632 −0.0008632
8 2.0002692 −0.0002692
10 2.0001095 −0.0001095
12 2.0000526 −0.0000526
14 2.0000283 −0.0000283
16 2.0000166 −0.0000166
18 2.0000103 −0.0000103
20 2.0000068 −0.0000068

Παρατηρήστε ότι για να επιτύχουµε σφάλµα κάτω από 0.005 χρειαζόµαστε 4+1 σηµεία· αντίθετα,
για ίδιο σφάλµα µε τον τύπο τραπεζίου απαιτούνται 19+1. Γενικότερα, καθώς

∣∣∣ f (4)(x)
∣∣∣ = |sin x| ≤

1 ∀x, το σφάλµα συνδέεται µε τον αριθµό διαστηµάτων n µε τη σχέση

|ε| ≤ π

90
1
(
π

n

)4
.

Εποµένως, σφάλµα < 10−6 απαιτεί n ≥ 43.
Η γενικευµένη µορφή Simpson για k + 1 σηµεία αντιστοιχεί σε πολυώνυµο παρεµβολής

Lagrange ϐαθµού k και ονοµάζεται µέθοδος Newton–Cotes κλειστού τύπου.

Παρατήρηση: Η τάξη ενός κανόνα ολοκλήρωσης είναι κατά 1 µεγαλύτερη από το µεγαλύτε-
ϱο ακέραιο k τέτοιο ώστε ο κανόνας να δίνει το ακριβές αποτέλεσµα για την ολοκλήρωση των
µονωνύµων 1, x, x2,. . . ,xk αλλά δεν ολοκληρώνει ακριβώς το xk+1.

5.3.1 Κανόνας Simpson των 3/8

Ο κανόνας των 3/8 δηµιουργήθηκε µε την αντικατάσταση ενός 3ης τάξης πολυωνύµου στο
ολοκλήρωµα. Για 4 δεδοµένα σηµεία µπορεί να αποδειχθεί ότι η προσέγγιση του ολοκληρώµατος
δίνεται από τον τύπο:

I ≈ 3h
8

[
f (a) + 3 f (x1) + 3 f (x2) + f (b)

]
,

όπου:

a, b τα όρια ολοκλήρωσης,

x1, x2 τιµές του x που χωρίζουν το διάστηµα [a, b] σε 3 ίσα τµήµατα, και

h = b−a
3 .

Ο τύπος του Simpson 3/8 έχει σφάλµα:

Et = − 3
80

h5 f (4)(ξ) = − (b − a)5

6480
f (4)(ξ) .

Ο τύπος των 3/8 είναι ελάχιστα πιο ακριβής από τον τύπο του Simpson µε το 1/3, παρά το γεγονός
ότι χρησιµοποιεί ένα παραπάνω σηµείο. Η µεγάλη χρησιµότητα του τύπου του 3/8 είναι ότι ο α-
ϱιθµός των διαστηµάτων που χρειάζεται για τον υπολογισµό είναι περιττός (και πολλαπλάσιο του
3), συνεπώς επιτρέπει την εκτίµηση µε ακρίβεια τρίτης τάξης για όλο το διάστηµα ολοκλήρωσης.
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5.3.2 Κανόνας Simpson των 3/8 για εκτεταµένο διάστηµα

Αν και ο τύπος έχει περιορισµένη εφαρµογή, για διαστήµατα µε πλήθος n πολλαπλάσιο του
3, µπορεί να αποδειχθεί ότι :

I ≈ 3h
8

 f0 + 3
k−1∑

i=0

f3i+1 + 3
k−1∑

i=0

f3i+2 + 2
k−2∑

i=0

f3i+3 + fn

 ,

όπου fi = f (xi), x0 ≡ a, xn ≡ b και k = n/3.

5.4 Ειδικές Περιπτώσεις

5.4.1 Ολοκλήρωση σε άνισα τµήµατα

Στην περίπτωση που η συνάρτηση f (x) δεν είναι δεδοµένη, αλλά τα σηµεία της δίνονται µε
την µορφή πινάκων (π.χ. από πειραµατικές µετρήσεις), τότε είναι πιθανό τα σηµεία στα οποία
ορίζεται η συνάρτησή µας να µην ισαπέχουν. Τότε έχουµε δύο εναλλακτικές δυνατότητες :

• Ολοκλήρωσης του πολυωνύµου Lagrange στο διάστηµα ορισµού των δεδοµένων (ή όλο-
κλήρωσης κατά υποδιαστήµατα των αντίστοιχων πολυωνύµων).

• Χρήση της µεθόδου του τραπεζίου.

Η πρώτη µέδοδος, για µεγάλο αριθµό σηµείων N, µπορεί να µην είναι ακριβής εξαιτίας της υψη-
λής τάξης πολυωνύµου που δηµιουργείται. Η µέθοδος του τραπεζίου µπορεί να προσαρµοστεί
εύκολα ώστε να εφαρµοστεί σε κάθε διάστηµα ο τύπος :

I = h1
f (x1) + f (x2)

2
+ h2

f (x2) + f (x3)
2

+ . . . + hN
f (xN−1) + f (xN)

2
.

Εάν γειτονικά τµήµατα είναι ίσα τότε µπορεί να εφαρµοστεί ένας τύπος Newton–Cotes (π.χ.
Simpson) υψηλότερης τάξης.

5.4.2 Ολοκληρώµατα µε µη πεπερασµένα όρια ολοκλήρωσης

Ως τώρα παρουσιάστηκαν µέθοδοι για ολοκληρώµατα µε πεπερασµένα όρια. Σε πραγµατικά
προβλήµατα υπάρχει περίπτωση να χρειαστεί να υπολογιστούν ανώµαλα ολοκληρώµατα (που να
συµπεριλαµβάνουν στο πεδίο τιµών τους το +∞ ή το −∞).

Για να υπολογιστούν αυτά τα ολοκληρώµατα µπορούµε να κάνουµε µια κατάλληλη αλλαγή
µεταβλητής, π.χ. x = 1/t. Τότε :

∫ b

a
f (x) dx =

∫ 1/a

1/b

1
t2 f (

1
t

) dt

για a, b οµόσηµα. Συνεπώς η συγκεκριµένη αλλαγή µεταβλητής µπορεί να χρησιµοποιηθεί
όταν a = −∞ και b < 0 είτε b = +∞ και a > 0.

Εάν τα a, b είναι ετερόσηµα, τότε µπορούµε ορίσουµε ένα σηµείο c, τέτοιο ώστε να µπορεί
να χρησιµοποιηθεί η παραπάνω αλλαγή µεταβλητής. Π.χ. για τον υπολογισµό της f (x) στο
[−3,+∞), µπορούµε να κάνουµε τα ακολουθα:

∫ +∞

−3
f (x) dx =

∫ +3

−3
f (x) dx +

∫ +∞

+3
f (x) dx =

∫ +3

−3
f (x) dx +

∫ 1/3

0

1
t2 f (

1
t

) dt .
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Μερικές ϕορές υπάρχει περίπτωση να περιλαµβάνεται στο διάστηµα ολοκλήρωσης ένα ή περισ-
σότερα διακριτά σηµεία στα οποία η συνάρτηση δεν ορίζεται. Σε τέτοια περίπτωση µπορούµε να
εφαρµόσουµε τµηµατικά τους ανοικτούς τύπους Newton–Cotes.

5.5 Μέθοδος Gauss

Αν ϑεωρήσουµε την προσέγγιση
∫ 1

−1
f (x) dx ≈

m∑

i=1

ci f (ξi) , (5.4)

όπου ξi σταθερά σηµεία στο [−1, 1] και ci συντελεστές, τότε

• για τον κανόνα τραπεζίου έχουµε c1 = c2 = 1, ξ1 = −1, ξ2 = 1.

• για τον κανόνα Simpson έχουµε c1 = c3 = 1/3, c2 = 4/3, ξ1 = −1, ξ2 = 0, ξ3 = 1.

Η ερώτηση είναι : για δεδοµένο αριθµό σηµείων m, ποια είναι τα ci, ξi i = 1, 2, . . . ,m ώστε ο
κανόνας (5.4) να έχει τη µέγιστη δυνατή ακρίβεια.

΄Εστω ότι η µέγιστη δυνατή ακρίβεια σηµαίνει πως ο κανόνας δίνει το ακριβές αποτέλεσµα
στην ολοκλήρωση των µονωνύµων 1, x, x2,. . . ,x2m−1. Αυτή η συνθήκη οδηγεί στους κανόνες
ολοκλήρωσης Gauss.

Κανόνας Gauss µε m = 1. ΄Εχουµε
∫ 1

−1
f (x) dx ≈ c1 f (ξ1) .

Καθώς πρέπει να προκύπτει το ακριβές αποτέλεσµα για f (x) = 1, f (x) = x έχουµε

f (x) = 1 { c11 =

∫ 1

−1
1 dx = 2⇒ c1 = 2 ,

f (x) = x { c1ξ1 =

∫ 1

−1
x dx = 0⇒ ξ1 = 0 .

Εποµένως, ο κανόνας Gauss µε ένα σηµείο είναι
∫ 1

−1
f (x) dx ≈ 2 f (0) .

Ο κανόνας αυτός ολοκληρώνει ακριβώς τα 1, x αλλά όχι το x2.

Κανόνας Gauss µε m = 2. Ζητώντας να παράγεται το ακριβές αποτέλεσµα για f (x) = 1, f (x) =

x, f (x) = x2, f (x) = x3, έχουµε

c1 + c2 = 2 ,

c1ξ1 + c2ξ2 = 0 ,

c1ξ1
2 + c2ξ2

2 =
2
3
,

c1ξ1
3 + c2ξ2

3 = 0 .
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Η λύση του συστήµατος είναι µοναδική και είναι η εξής

c1 = 1 ,

c2 = 1 ,

ξ1 = − 1√
3
,

ξ2 =
1√
3
.

Εποµένως ∫ 1

−1
f (x) dx ≈ f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
.

Κανόνας Gauss µε m = 3. Η απαίτηση για ακριβές αποτέλεσµα για xk, k = 0, . . . , 6 σχηµατίζει
το µη γραµµικό σύστηµα

c1 + c2 + c3 = 2 ,

c1ξ1 + c2ξ2 + c3ξ3 = 0 ,

c1ξ1
2 + c2ξ2

2 + c3ξ3
2 =

2
3
,

c1ξ1
3 + c2ξ2

3 + c3ξ3
3 = 0 ,

c1ξ1
4 + c2ξ2

4 + c3ξ3
4 =

2
5
,

c1ξ1
5 + c2ξ2

5 + c3ξ3
5 = 0 .

Η λύση του είναι

c1 =
5
9
, c2 =

8
9
, c3 =

5
9
,

ξ1 = −
√

0.6 , ξ2 = 0 , ξ3 =
√

0.6 .

Παρατηρήσεις:

• Το σφάλµα του σύνθετου τύπου για τη µέθοδο Gauss είναι

1. µε ένα σηµείο |ε| ∝ h2 (όπως ο τύπος τραπεζίου µε δύο σηµεία).
2. µε δύο σηµεία |ε| ∝ h4 (όπως ο τύπος Simpson µε τρία σηµεία).
3. µε τρία σηµεία |ε| ∝ h6.
4. µε m σηµεία |ε| ∝ h2m.

• Τα σηµεία ξi, i = 1, . . . ,m είναι οι ϱίζες του πολυωνύµου Legendre, Pm(x).

• Στη γενική περίπτωση που έχουµε να υπολογίσουµε το

I =

∫ b

a
f (x) dx
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κάνουµε τον κατάλληλο γραµµικό µετασχηµατισµό ώστε το διάστηµα [a, b] να γίνει [−1, 1].
Θέτουµε x̃ = λx+µ και Ϲητούµε να ισχύει x̃ = −1 όταν x = a και x̃ = 1 όταν x = b. Εποµένως

x̃ =
2

b − a
x − b + a

b − a
,

dx̃ =
2

b − a
dx .

΄Ετσι

I =

∫ b

a
f (x) dx =

b − a
2

∫ 1

−1
f
(
b − a

2
x̃ +

b + a
2

)
dx̃

≈ b − a
2

m∑

i=1

ci f
(
b − a

2
ξi +

b + a
2

)
.

5.6 Ασκήσεις

1. (α΄) Υλοποιήστε τον αλγόριθµο τραπεζίου σε υποπρόγραµµα FORTRAN. Το υποπρόγραµ-
µα ϑα δέχεται ως ορίσµατα τουλάχιστον τα όρια της ολοκλήρωσης και το πλήθος των
διαστηµάτων. Θα επιστρέφει την προσεγγιστική τιµή του ολοκληρώµατος.

(ϐ΄) Χρησιµοποιήστε το υποπρόγραµµα για να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ π

0
sin x dx

διαδοχικά µε N = 2, 4, 8, 16, . . . , 512 διαστήµατα. Το πρόγραµµά σας να τυπώνει για
κάθε N την υπολογιζόµενη τιµή και το απόλυτο σφάλµα ως προς την ακριβή τιµή.

2. (α΄) Υλοποιήστε τον αλγόριθµο Simpson σε υποπρόγραµµα FORTRAN. Το υποπρόγραµ-
µα ϑα δέχεται ως ορίσµατα τουλάχιστον τα όρια της ολοκλήρωσης και το πλήθος των
διαστηµάτων. Θα επιστρέφει την προσεγγιστική τιµή του ολοκληρώµατος.

(ϐ΄) Χρησιµοποιήστε την για να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ π

0
sin x dx

µε όσα διαστήµατα χρειάζεται ώστε να έχετε ακρίβεια τουλάχιστον 6 ψηφίων.
Υπόδειξη: Επιλέξτε κατάλληλα το ϐήµα (άρα και το πλήθος των διαστηµάτων) ώστε
το σφάλµα (§5.3) να είναι µικρότερο από 10−6.

3. Γράψτε κώδικες FORTRAN που να υπολογίζουν µε κάθε µία από τις µεθόδους που πα-
ϱουσιάστηκαν τα ολοκληρώµατα

(α΄)
∫ 2

1
log x dx,

(ϐ΄)
∫ 2

1
ex cos x dx,

(γ΄)
∫ 2

1

1
x + 5

dx.
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[Σωστές τιµές : (α΄) 0.167766 . . ., (ϐ΄) −0.0560659 . . ., (γ΄) 0.154151 . . ..]

4. Υπολογίστε προσεγγιστικά µε ακρίβεια 10−6 τα ολοκληρώµατα στο διάστηµα [0, 3] των
συναρτήσεων

(α΄) f (x) = 2x + 1,
(ϐ΄) f (x) = x2 √x,

(γ΄) f (x) =
1

1 + x2 ,

(δ΄) f (x) =
1

1 + (x − π)2 ,

(ε΄) f (x) =
1

2 + cos x
,

(ϝ΄) f (x) = cos(4x)ex,
(Ϲ΄) f (x) = ecos x,
(η΄) f (x) =

√
x.

5. ΄Εστω
f (x) =

{ −x −1 ≤ x ≤ 0 ,
x2 0 ≤ x ≤ 1 ,

συνεχής συνάρτηση στο [−1, 1] χωρίς παράγωγο στο x = 0. Υπολογίστε το σφάλµα

εn = I − In =

∫ 1

−1
f (x) dx − In ,

όπου In ο τύπος τραπεζίου µε n υποδιαιρέσεις, και δείξτε ότι |εn| ≤ Ch, όπου h = 2/n.
(Υποθέστε ότι το n είναι άρτιος ή περιττός.)

6. Μέθοδος Romberg. Ο εκτεταµένος τύπος τραπεζίου για το ολοκλήρωµα

I0 =

∫ xn

x0

f (x) dx

δίνει
I0 = Ih + α2h2 + α4h4 + · · · , (5.5)

όπου
Ih =

h
2

( f0 + 2 f1 + 2 f2 + · · · + 2 fn−1 + fn) ,

h = (xn − x0)/n και αi οι συντελεστές των όρων hi του σφάλµατος.
Γράψτε τη (5.5) για τρία διαφορετικά ϐήµατα, π.χ. h, h/2, h/4. Παρατηρήστε ότι σχηµα-
τίζεται ένα σύστηµα τριών γραµµικών εξισώσεων µε αγνώστους τα I0, α2, α4. Βρείτε τη λύση
του συστήµατος ως προς I0· ο τύπος στον οποίο ϑα καταλήξετε—γραµµικός συνδυασµός
των Ih, Ih/2, Ih/4 που έχουν σφάλµατα O(h2)—δίνει την ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος µε
σφάλµα O(h6).
Υλοποιήστε σε κώδικα FORTRAN τον παραπάνω αλγόριθµο ολοκλήρωσης (µέθοδος Rom-
berg).
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7. Υλοποιήστε σε κώδικα FORTRAN µια υπορουτίνα που να υπολογίζει ολοκληρώµατα ανε-
ξάρτητα µε το πλήθος των σηµείων στα οποία είναι γνωστή η συνάρτηση. Αν το πλήθος των
διαστηµάτων είναι περιττό (και µεγαλύτερο του 3), να χρησιµοποιεί τον τύπο 3/8 Simpson
για τα πρώτα 3 και για τα υπόλοιπα τον τύπο 1/3 Simpson. Αν είναι άρτιο, να χρησιµοποιεί
µόνο τον 1/3 Simpson.

8. Υλοποιήστε σε κώδικα FORTRAN τη µέθοδο ολοκλήρωσης Gauss για 2 και για 3 σηµεία.
Εφαρµόστε τον για να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ 5.2

2.1
x3e−x dx .

[Σωστή τιµή ολοκληρώµατος : 3.60346 . . .]

9. Μέθοδος Gauss–Hermite1. Η µέθοδος ολοκλήρωσης Gauss µπορεί να επεκταθεί και
στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων ειδικής µορφής. ΄Ετσι το

∫ ∞

−∞
e−x2

f (x) dx ≈
n∑

i=1

wi f (xi) , (5.6)

όπου xi είναι οι ϱίζες του πολυωνύµου Hermite τάξης n, Hn(x), και wi τα αντίστοιχα ϐάρη,
τα οποία είναι τα

wi =
2n−1n!

√
π

[nHn−1(xi)]2 .

Τα πρώτα πολυώνυµα Hermite είναι τα

H0(x) = 1

H1(x) = 2x

H2(x) = 4x2 − 2

H3(x) = 8x3 − 12x

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12

Να γράψετε υπορουτίνα FORTRAN που να υλοποιεί τον τύπο (5.6) για n = 4. Χρησιµο-
ποιήστε τη για να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ ∞

−∞
e−x2

x2 dx .

Συγκρίνετε µε την ακριβή τιµή (
√
π/2).

10. Μέθοδος Gauss–Laguerre2. Η µέθοδος ολοκλήρωσης Gauss µπορεί να επεκταθεί και
στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων ειδικής µορφής. ΄Ετσι, ισχύει ότι

∫ ∞

0
e−x f (x) dx ≈

n∑

i=1

wi f (xi) , (5.7)

1http://mathworld.wolfram.com/Hermite-GaussQuadrature.html
2http://mathworld.wolfram.com/Laguerre-GaussQuadrature.html

http://mathworld.wolfram.com/Hermite-GaussQuadrature.html
http://mathworld.wolfram.com/Laguerre-GaussQuadrature.html
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όπου xi είναι οι ϱίζες του πολυωνύµου Laguerre τάξης n, Ln(x), και wi τα αντίστοιχα ϐάρη,
τα οποία είναι τα

wi =
xi

[(n + 1)Ln+1(xi)]2 .

Τα πρώτα πολυώνυµα Laguerre είναι τα

L0(x) = 1

L1(x) = −x + 1

L2(x) = (x2 − 4x + 2)/2

L3(x) = (−x3 + 9x2 − 18x + 6)/6

L4(x) = (x4 − 16x3 + 72x2 − 96x + 24)/24

L5(x) = (−x5 + 25x4 − 200x3 + 600x2 − 600x + 120)/120

Να γράψετε υπορουτίνα FORTRAN που να υλοποιεί τον τύπο (5.7) για n = 4. Χρησιµο-
ποιήστε τη για να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ ∞

0
e−x(x6 − 3

√
x + 2) dx .

Συγκρίνετε µε την ακριβή τιµή (6! − 3
√
π/2 + 2 × 0!).

Υπόδειξη : Το L4(x) έχει τις 4 ϱίζες του πραγµατικές στο διάστηµα [0, 10].

11. Μέθοδος Gauss–Chebyshev3. Η µέθοδος ολοκλήρωσης Gauss µπορεί να επεκταθεί και
στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων ειδικής µορφής. ΄Ετσι, ισχύει ότι

∫ 1

−1

1√
1 − x2

f (x) dx ≈
n∑

i=1

wi f (xi) , (5.8)

όπου xi είναι οι ϱίζες του πολυωνύµου Chebyshev πρώτου είδους τάξης n, Tn(x), και wi τα
αντίστοιχα ϐάρη, τα οποία είναι τα

wi =
π

n
.

Τα πρώτα πολυώνυµα Chebyshev πρώτου είδους είναι τα

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

Να γράψετε υπορουτίνα FORTRAN που να υλοποιεί τον τύπο (5.8) για n = 4. Χρησιµο-
ποιήστε τη για να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ 1

−1

x2e−x

√
1 − x2

dx .

3http://mathworld.wolfram.com/Chebyshev-GaussQuadrature.html

http://mathworld.wolfram.com/Chebyshev-GaussQuadrature.html


Κεφάλαιο 6

∆ιαφορικές Εξισώσεις1

6.1 Γενικά

Για τη επίλυση των διαφόρων προβληµάτων υπάρχουν γενικά δύο τύποι µαθηµατικών µον-
τέλων. 1. Στατικά µοντέλα, π.χ. το κυκλοφοριακό σύστηµα µιας πόλης, ελαχιστοποίηση κόστους,
κλπ. Για να λύσουµε τέτοια προβλήµατα χρειαζόµαστε Γραµµικό Προγραµµατισµό, Γραµµική
΄Αλγεβρα, κλπ. και 2. ∆υναµικά Μοντέλα, π.χ. η µετάδοση της ϑερµότητας, ταλαντώσεις δοκού,
οποιαδήποτε µεταβολή ενός µεγέθους συναρτήσει του χρόνου, κλπ. Τέτοια προβλήµατα γενικά
περιγράφονται µε διαφορικές εξισώσεις (∆Ε), συνήθεις ∆Ε και ∆Ε µε µερικές παραγώγους. Για
την επίλυσή τους χρειάζονται γνώσεις Γραµµικής ΄Αλγεβρας, πρόβληµα ιδιοτιµών, ϑεωρία ∆Ε,
κλπ.

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε την αριθµητική λύση ∆Ε. Θα υπέθετε κανείς ότι για
όλες τις ∆Ε υπάρχουν αναλυτικοί τύποι που µας δίνουν τη λύση τους. Αυτό όµως δε συµβαίνει
στην πράξη· οι περισσότερες ∆Ε δεν επιδέχονται αναλυτική λύση. Εκτός όµως από αυτό, για
πολλά προβλήµατα δε µας ενδιαφέρει τόσο η αναλυτική λύση όσο οι αριθµητικές τιµές της
σε ορισµένα σηµεία. Για το λόγο αυτό οι πιο κατάλληλες µέθοδοι για τη λύση ∆Ε είναι οι
αριθµητικές.

6.2 Εισαγωγή

Θα παραθέσουµε εδώ µερικές ϐασικές προτάσεις και ορισµούς από τη ϑεωρία των ∆Ε και
από την Ανάλυση που ϑα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω.

Ορισµός: Μια εξίσωση που περιγράφει µια σχέση µεταξύ µιας ανεξάρτητης µεταβλητής, µιας
εξαρτηµένης συνάρτησης και µίας ή περισσότερων παραγώγων της ϑα τη λέµε ∆Ε, δηλ.

y(n) = f
(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)

)
. (6.1)

Λύση της ∆Ε ϑα λέµε µια συνάρτηση φ(x) παραγωγίσιµη n ϕορές σε ένα διάστηµα, η οποία
ικανοποιεί την (6.1).

φ(n) = f
(
x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n−1)(x)

)
.

Μια γενική λύση της (6.1) περιέχει n αυθαίρετες σταθερές, εποµένως υπάρχει µια n-
παραµετρική οικογένεια λύσεων.

1Το κεφάλαιο ϐασίζεται στις σηµειώσεις του Καθηγητή Θ. Καλαµπούκη (1982).
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Αν y(x0), y′(x0), . . . , y(n−1)(x0) είναι γνωστά για το σηµείο x0, τότε λέµε ότι έχουµε ένα
πρόβληµα αρχικών τιµών.

Ορισµός: Θα λέµε ότι η συνάρτηση f (t, y), συνεχής για t ∈ [a, b] και −∞ < y(t) < ∞ ικανοποιεί
µια συνθήκη Lipschitz όταν ισχύει

| f (t, y1) − f (t, y2)| ≤ L |y1 − y2| (6.2)

για κάθε t ∈ [a, b] και y1, y2 ∈ R.
Θεώρηµα: Αν f (t, y) είναι συνεχής για t ∈ [a, b] και −∞ < y < ∞ και ικανοποιεί µια συνθήκη

Lipschitz τότε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = f (t, y)

y(0) = y0

έχει µία µοναδική λύση y(t), t ∈ [a, b].
Στα παρακάτω προϋποθέτουµε ότι η ∆Ε πληροί όλες εκείνες τις συνθήκες που τις εξασφαλίζουν
την ύπαρξη και το µονοσήµαντο της λύσης.

6.2.1 ∆ιωνυµικό Ανάπτυγµα

(1 + x)p = 1 +
p
1!

x +
p(p − 1)

2!
x2 + · · · +

(
p
n

)
xn + · · · , |x| < 1 , (6.3)

όπου (
p
n

)
≡ p!

n!(p − n)!
.

Θεώρηµα Taylor: Αν η f (x) έχει συνεχείς παραγώγους σ΄ ένα διάστηµα, τότε το ανάπτυγµά
της στην περιοχή ενός σηµείου α δίνεται από τον τύπο

f (α + h) = f (α) +
h
1!

f ′(α) +
h2

2!
f ′′(α) + · · · + hn−1

(n − 1)!
f (n−1)(α) + Rn , (6.4)

όπου
Rn =

hn

n!
f (n)(α + ξ) για ξ ∈ (0, h).

Για δύο διαστάσεις :
Αν η f (x, y) έχει συνεχείς µερικές παραγώγους σ΄ ένα διάστηµα τότε

f (α + h, β + k) = f (α, β) +
1
1!

d f (α, β) +
1
2!

d2 f (α, β) + · · · + 1
(n − 1)!

dn−1 f (α, β) + R′n , (6.5)

όπου
R′n =

1
n!

dn f (α + θh, β + θk) για θ ∈ (0, 1)

και

d f = h
∂ f
∂x

+ k
∂ f
∂y

d2 f = h2 ∂
2 f
∂x2 + 2kh

∂2 f
∂x∂y

+ k2 ∂
2 f
∂y2

...
...
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6.3 Κατηγορίες και Λύσεις ∆ιαφορικών Εξισώσεων

6.3.1 Πρωτοβάθµιες ∆Ε

Η ∆Ε y′ = f (x, y) είναι

∆ιαχωρίσιµος ΄Οταν η f (x, y) µπορεί να γραφεί ως U(x)V(y). Π.χ.

dy
dx

= λxy⇒
∫

dy
y

=

∫
λx dx⇒ ln y = λ

x2

2
+ c⇒ y = A exp

(
λx2

2

)
.

Η σταθερά A υπολογίζεται από τις αρχικές συνθήκες.

Οµογενής ΄Οταν ισχύει f (λx, λy) = f (x, y) για όλα τα κατάλληλα λ ∈ R∗. Π.χ.

f (x, y) =
x − y
x + y

.

Γραµµική πρώτου ϐαθµού ΄Οταν η f (x, y) είναι συνάρτηση της µορφής −P(x)y + Q(x), γραµ-
µική, δηλαδή, ως προς y. Τότε

dy
dx

+ P(x)y = Q(x) .

Ολοκληρώσιµος παράγων είναι το exp
(∫

P(x) dx
)
, ποσότητα που δεν είναι εύκολο να υπο-

λογιστεί στην πράξη.

6.3.2 ∆ευτεροβάθµιες ∆Ε

Η διαφορική εξίσωση
αy′′ + βy′ + γy = f (x) (6.6)

χαρακτηρίζεται ως γραµµική δεύτερου ϐαθµού µε σταθερούς συντελεστές. Αν η f (x) , 0 τότε η
(6.6) λέγεται µη οµογενής. Η αντίστοιχη οµογενής είναι η

αy′′ + βy′ + γy = 0 . (6.7)

Θεώρηµα: Αν y = G(x) είναι η γενική λύση της (6.7) και y = y1(x) είναι µια µερική λύση της
(6.6), τότε η y = G(x) + y1(x) είναι η γενική λύση της (6.6).

Γενική λύση της (6.7) Αναζητούµε λύσεις της µορφής y = emx µε m σταθερό, οπότε έχουµε

αm2emx + βmemx + γemx = 0 , ή
αm2 + βm + γ = 0 .

Η τελευταία εξίσωση λέγεται χαρακτηριστική εξίσωση της (6.7).
Για τη λύση της (6.6) διακρίνουµε λοιπόν τρεις περιπτώσεις.

1. Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες m1,m2. Η γενική λύση της (6.7)
είναι

y = c1 exp (m1x) + c2 exp (m2x) .
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Παράδειγµα:

d2y
dx2 − λ2y = 0 .

Για y = emx έχουµε m2 − λ2 = 0 ή m = ±λ και η λύση ϑα είναι

y = c1eλx + c2e−λx .

2. Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει µία διπλή ϱίζα m1 = m2 = m. Τότε η emx είναι µία λύση
της (6.7). Μια άλλη λύση, γραµµικά ανεξάρτητη από την πρώτη, είναι η xemx. Η γενική
λύση της (6.7) είναι

y = c1emx + c2xemx .

3. Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει µιγαδικές ϱίζες α ± iβ. Σε αυτήν την περίπτωση οι δύο
λύσεις είναι e(α±iβ)x. Κατάλληλοι γραµµικοί συνδυασµοί τους δίνουν δύο άλλες, γραµµικά
ανεξάρτητες, πραγµατικές λύσεις

e(α+iβ)x + e(α−iβ)x ∝ eαx cos βx

και
e(α+iβ)x − e(α−iβ)x ∝ eαx sin βx .

Η γενική λύση της (6.7) είναι

y = c1eαx cos βx + c2eαx sin βx .

Παράδειγµα:

d2y
dx2 + λ2y = 0 .

Για y = emx έχουµε m2 + λ2 = 0 ή m = ±iλ. Η λύση ϑα είναι

y = c1 cos λx + c2 sin λx .

6.3.3 Σύστηµα πρωτοβάθµιων ∆Ε µε σταθερούς συντελεστές

΄Ενα σύστηµα ∆Ε πρώτου ϐαθµού µε σταθερούς συντελεστές µπορεί να γραφεί σε διανυσµα-
τική µορφή ως εξής

q̇ ≡ dq
dt

= Aq , q(t = 0) = q0 , (6.8)

όπου A ένας πραγµατικός πίνακας µε σταθερά στοιχεία. Η λύση της (6.8) είναι

q = q0eAt

όπου
eAt = I + At +

1
2!

(At)2 +
1
3!

(At)3 + · · ·

Θα δώσουµε παρακάτω µια µέθοδο επίλυσης της (6.8) µε τη ϐοήθεια του προβλήµατος
ιδιοτιµών.
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΄Εστω P−1AP = Λ όπου Λ είναι ο διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία τις ιδιοτιµές του A και P ο
πίνακας µε στήλες τα ιδιοδιανύσµατα. Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά την (6.8) µε P−1 οπότε
έχουµε

dP−1q
dt

= P−1APP−1q . (6.9)

Αν z(t) = P−1q(t) τότε από την (6.9) έχουµε

ż ≡ dz
dt

= Λz ,

και η λύση της δίνεται από τον τύπο z = z0eΛt ή zi = (z0)i exp (λit). Από τη σχέση q = Pz
ϐρίσκουµε τη λύση q(t) της (6.8).

Παράδειγµα: ΄Εχουµε το ακόλουθο το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων

dy1

dt
= 2y1 + 3y2 ,

dy2

dt
= −4y1 − 5y2 ,

µε αρχικές συνθήκες y1(0) = 1, y2(0) = 0.
Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή ẏ = Ay όπου

A =

[
2 3
−4 −5

]

Οι ιδιοτιµές του A είναι −1 και −2, µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα [1,−1]T και [−0.75, 1]T . Οι P,
P−1 εποµένως είναι

P =

[
1 −0.75
−1 1

]
, P−1 =

[
4 3
4 4

]
.

΄Αρα

ż = P−1y0 =

[
4 3
4 4

] [
1
0

]
=

[
4
4

]
,

οπότε
z =

[
4e−t

4e−2t

]
,

και
y = Pz =

[
1 −0.75
−1 1

] [
4e−t

4e−2t

]
=

[
4e−t − 3e−2t

−4e−t + 4e−2t

]
.

6.4 Μέθοδος Σειράς Taylor

΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = f (x, y) , x ∈ [a, b] (6.10α΄)
y(a) = y0 . (6.10β΄)
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Το πρώτο ϐήµα σε µία αριθµητική µέθοδο επίλυσης του (6.10α΄) είναι η διαµέριση του δια-
στήµατος [a, b] σε πεπερασµένο αριθµό υποδιαστηµάτων

a ≡ x0 < x1 < · · · < xn ≡ b .

Κατόπιν, ως εύρεση αριθµητικής λύσης του (6.10α΄) ϑα εννοούµε τον προσδιορισµό των τιµών της
y(x) στα σηµεία xi, i = 1, 2, . . . , n. Για ευκολία, έστω ότι τα σηµεία είναι ισαπέχοντα. Η απόσταση
διαδοχικών σηµείων είναι h = b−a

n όπου n ο αριθµός των υποδιαστηµάτων και xk = a + kh,
k = 0, 1, . . . , n. Στα επόµενα ϑα συµβολίζουµε µε y(xk) την ακριβή λύση στο xk και µε yk την
αντίστοιχη προσεγγιστική, όπως ϑα προκύπτει από µία αριθµητική µέθοδο.

Θα υπολογίσουµε τη λύση του (6.10α΄) χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα Taylor της y στο xr.
΄Εστω ότι η τιµή της λύσης στο xr είναι γνωστή. Τότε

y(xr+1) = y(xr) + hy′(xr) +
h2

2!
y′′(xr) + · · · + hm−1

(m − 1)!
y(m−1)(xr) + Rm (6.11)

όπου
Rm =

hm

m!
y(m)(ξ) ξ ∈ (xr, xr+1) .

Ισχύουν τα ακόλουθα

y′ = f (x, y) ≡ f [0]

y′′ =
∂ f
∂x

+
∂ f
∂y

dy
dx

= fx + fy f ≡ f [1]

y′′′ = fxx + fxy f + f
(

fyx + fyy f
)

+ fy
(

fx + fy f
)

= f [1]
x + f [1]

y f ≡ f [2] .

Αποδεικνύεται ότι ισχύει ο αναδροµικός τύπος

f [r+1] = f [r]
x + f [r]

y f , r = 0, 1, . . . . (6.12)

Εποµένως
y(m) = f [m−1] . (6.13)

Από τις δύο προηγούµενες σχέσεις µπορούµε να υπολογίσουµε παραγώγους υψηλού ϐαθµού.
΄Οταν έχουµε υπολογίσει ένα ικανό αριθµό παραγώγων τότε µπορούµε να υπολογίσουµε την
τιµή της λύσης στο σηµείο xr + h ≡ xr+1 από την (6.11). Με τον ίδιο τρόπο προχωράµε από το
xr + h στο xr + 2h κλπ. µέχρι ότου καλύψουµε όλο το διάστηµα [a, b].

Παράδειγµα: ΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = λy , y(0) = 1 .

Η αναλυτική λύση είναι y = eλx.
Ισχύουν

f [0] = λy , f [1] = λ2y , f [2] = λ3y , . . .

και
y(0 + h) = y(h) = 1 + λh +

1
2!

(λh)2 +
1
3!

(λh)3 + · · · = eλh .

Γενικά, η y(m)(x) εξαρτάται από όλες τις µερικές παραγώγους της f ϐαθµού ≤ m− 1. Εποµένως,
όταν υπολογίζουµε τη σειρά Taylor χρησιµοποιώντας όρους µέχρι και m ϐαθµού, ϑα πρέπει να
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υπολογίσουµε m παραγώγους ϐαθµού m− 1, m− 1 παραγώγους ϐαθµού m− 2 κλπ., χρειάζεται,
δηλαδή, ο υπολογισµός m(m+1)

2 συναρτήσεων. Αν η f είναι πολύπλοκη συνάρτηση, όπως είναι
συνήθως, τότε ο υπολογισµός όλων αυτών των παραγώγων είναι µια επίπονη και χρονοβόρα
δουλειά. ΄Αρα, αντί να χρησιµοποιήσουµε µια υψηλού ϐαθµού σειρά Taylor για τον υπολογισµό
του y(x) σε ένα σχετικά µεγάλο διάστηµα, είναι προτιµότερο να διαιρέσουµε το διάστηµα [a, b]
σε µικρά τµήµατα και να χρησιµοποιήσουµε µια σειρά Taylor µικρότερου ϐαθµού.

Αλγόριθµος µεθόδου Taylor ϐαθµού m − 1:

1. Εκλογή κατάλληλου ϐήµατος h = b−a
n .

2. y(a) = y0.

3. Για r = 0, 1, . . . , n ϑέτουµε

yr+1 = yr + h f [0]
r + · · · + hm−1

(m − 1)!
f [m−2]
r , (6.14)

όπου τα f [i]
r ϑα υπολογιστούν από την (6.12).

6.4.1 Μέθοδος Euler

Η απλούστερη από τις µεθόδους Taylor είναι η µέθοδος Euler (m = 1) που προκύπτει από
την (6.11) αν αποκόψουµε τους όρους της σειράς µετά το δεύτερο όρο, δηλαδή,

yr+1 = yr + h f (xr, yr) . (6.15)

Η µέθοδος Euler είναι πολύ εύκολο να προγραµµατιστεί. Σε κάθε ϐήµα υπολογίζουµε το
f (xr, yr). το οποίο χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό του yr+1 κλπ.

Παράδειγµα: ΄Εστω y′ = −y, y(0) = 1, x ∈ [0, 1], της οποίας η αναλυτική λύση είναι y(x) = e−x.
Η µέθοδος Euler δίνει

yr+1 = (1 − h)yr .

Για h = 0.1 δίνουµε στον παρακάτω πίνακα, µερικές τιµές της λύσης και τις αντίστοιχες ακριβείς.

x y y(x)
0.0 1.0000 1.0000
0.1 0.9000 0.9048
0.2 0.8100 0.8187
0.3 0.7290 0.7408
0.4 0.6561 0.6703
0.5 0.5905 0.6065
0.6 0.5314 0.5488
0.7 0.4783 0.4966
0.8 0.4305 0.4493
0.9 0.3874 0.4066
1.0 0.3486 0.3679
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6.4.2 Σφάλµα Μεθόδου Taylor

Το σφάλµα στη µέθοδο Taylor προέρχεται από δύο πηγές : 1. Σφάλµα αποκοπής, που προέρ-
χεται από την προσέγγιση (6.14) (global discretization error ή global truncation error) και 2. το
σφάλµα στρογγύλευσης, που οφείλεται στο πεπερασµένο της αναπαράστασης των πραγµατικών
αριθµών από τον ΗΥ. Στα επόµενα αγνοούµε το σφάλµα στρογγύλευσης και ϑεωρούµε ότι όλες
οι πράξεις γίνονται χωρίς σφάλµα.

Ορίζουµε ως
E(h) = max

1≤r≤n
|yr − yx(r)| , (6.16)

το ολικό σφάλµα αποκοπής (E(h)→ 0 όταν y→ 0), και

L(x, y) =
1
h

[
y(x + h) − y(x)

] − f (x, y(x)) , (6.17)

το τοπικό σφάλµα αποκοπής, που χαρακτηρίζει τη διαφοροποίηση της προσεγγιστικής παρα-
γώγου y′ από την ακριβή τιµή.

Υποθέτουµε ότι η y′′ είναι ϕραγµένη στο [a, b], δηλαδή

max
a≤x≤b

∣∣∣y′′(x)
∣∣∣ = M ,

και ότι y = y(xr) για κάποιο r. Τότε

y(xr+1) − yr+1 = y(xr+1) − y(xr) = h f (xr, y(xr)) = hL(xr, h) ,

δηλαδή το σφάλµα σε ένα ϐήµα στη µέθοδο Euler είναι h ϕορές το τοπικό σφάλµα αποκοπής
αρχίζοντας από την αρχική λύση.

Ενδιαφερόµαστε για το max L(x, h) για κάθε τιµή του x, συνεπώς ορίζουµε ως τοπικό σφάλµα
αποκοπής για τη µέθοδο Euler το

L(h) = max
a≤x≤b−h

|L(x, h)| .

Από το ανάπτυγµα Taylor, (6.11), και την (6.4.2) έχουµε ότι

L(h) ≤ h
2

M = O(h) .

Με O(h) υποδηλώνουµε ότι η ποσότητα τείνει στο 0 ανάλογα µε το h.
Το πρόβληµά µας είναι να ϐρούµε µια σχέση µεταξύ του τοπικού και του ολικού σφάλµατος

αποκοπής. Αν ϑέσουµε zr = y(xr) − yr τότε

zr+1 ≡ y(xr+1) − yr+1 = y(xr) + h f (xr, y(xr)) + hL(xr, h) − yr − h f (xr, yr)

= zr + h
[
f (xr, y(xr)) − f (xr, yr)

]
+ hL(xr, h) . (6.18)

΄Εστω ότι ∣∣∣∣∣
∂ f (x, y)
∂y

∣∣∣∣∣ ≤ M1 x ∈ [a, b] , |y| < ∞ .

Τότε, από το Θεώρηµα µέσης τιµής για 0 < θ < 1 έχουµε

| f (xr, y(xr)) − f (xr, yr)| =
∣∣∣∣∣
∂ f
∂y

(xr, θy(xr) + (1 − θ)yr)(y(xr) − yr)
∣∣∣∣∣ ≤ M1zr . (6.19)
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Από τις (6.19) και (6.18) έχουµε ότι

|zr+1| ≤ (1 + hM1) |zr | + h |L(h)| .
Αν c = 1 + hM1 τότε

|zr+1| ≤ c |zr | + hL(h)

≤ c2 |zr−1| + ch |L(h)| + h |L(h)|
≤ · · ·
≤ cr |z1| + cr−1h |L(h)| + · · · + ch |L(h)| + h |L(h)| .

Το ϕράγµα αυτό περιέχει το άθροισµα n όρων της µορφής O
(
h2

)
(γιατί ;), και καθώς n = b−a

h , το
άθροισµα είναι της µορφής O(h). Συνεπώς, αν η συνάρτηση f έχει ϕραγµένη µερική παράγωγο
ως προς y και αν η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών έχει ϕραγµένη δεύτερη παράγωγο,
τότε το ολικό σφάλµα αποκοπής στη µέθοδο Euler ικανοποιεί το E(h) ∝ h (Η µέθοδος Euler είναι
πρώτου ϐαθµού). Για την ολοκλήρωση της απόδειξης χρειάζεται να δειχτεί ότι το cn ≡ (1 + hM1)n

είναι ϕραγµένο όταν h→ 0.

6.5 Μέθοδος Runge–Kutta

Μια επαναληπτική µέθοδος ϑα λέµε ότι είναι ϐαθµού p όταν το τοπικό σφάλµα αποκοπής
µπορεί γενικά να γραφεί ως

R(x, h) = chp+1y(p+1)(ξ) , ξ ∈ (x, x + h) .

΄Οπως είδαµε, το τοπικό σφάλµα αποκοπής στη µέθοδο του Euler είναι ανάλογο του h2, επο-
µένως, για να έχουµε καλή ακρίβεια, ϑα πρέπει το h να είναι πολύ µικρό. Αυτό είναι και το
ϐασικότερο µειονέκτηµα της µεθόδου του Euler γιατί όταν το h µικραίνει τότε αυξάνει το σφάλµα
στρογγύλευσης. Αντίθετα, στη µέθοδο Euler n ϐαθµού, το τοπικό σφάλµα είναι ανάλογο του
hn+1, οπότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µεγαλύτερο ϐήµα h. Το µειονέκτηµα είναι ότι ϑα
πρέπει να υπολογίσουµε υψηλές παραγώγους, ϐαθµού n − 1, πράγµα που είναι δύσκολο στην
πράξη. Η µέθοδος Runge–Kutta (RK) που ϑα περιγράψουµε παρακάτω ξεπερνά όλες τις δυσκο-
λίες της µεθόδου Taylor (υψηλές παράγωγοι) και της Euler (µικρό h). Η ιδέα της µεθόδου RK
είναι να δώσουµε στο yr+1 = y(xr + h) µια µορφή η οποία να ταυτίζεται µε το ανάπτυγµα Taylor
για ένα συγκεκριµένο αριθµό όρων της σειράς (ϐαθµός του h) χωρίς, όµως, να υπολογίζουµε
στην πράξη τις παραγώγους της f (x, y) όπως απαιτείται στη µέθοδο Taylor.

΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = f (x, y) (6.20α΄)
y(x0) = y0 . (6.20β΄)

Η µέθοδος RK ουσιαστικά αντικαθιστά την προσέγγιση της yr+1 από τη σειρά Taylor

yr+1 = yr + hy′r +
h2

2!
y′′r +

h3

3!
y′′′r + · · · (6.21)

µε τη σχέση

yr+1 = yr +
[
ω1 f (xr, yr) + ω2 f (xr + c2h, yr + d2h) + ω3 f (xr + c3h, yr + d3h)

+ · · · + ωp f (xr + cph, yr + dph)
]
. (6.22)
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Οι σταθερές ωi, ci, di στην (6.22) υπολογίζονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε όταν αναπτύξουµε
στο δεύτερο µέλος της εξίσωσης τις συναρτήσεις f κατά Taylor και εξισώσουµε µε την (6.21)
τότε οι συντελεστές των οµοιόβαθµων όρων να συµπίπτουν. Για να απλοποιήσουµε τις πράξεις
και να συστηµατοποιήσουµε τη µέθοδο, εκφράζουµε τα di ως γραµµικούς συνδυασµούς των
προηγούµενων τιµών της f . ∆ηλαδή, αντί της (6.22) γράφουµε

yr+1 = yr + ω1k1 + ω2k2 + · · · + ωpkp (6.23)

µε

k1 = h f (xr, yr) (6.24α΄)
k2 = h f (xr + c2h, yr + a21k1) (6.24β΄)
k3 = h f (xr + c3h, yr + a31k1 + a32k2) (6.24γ΄)
...

... (6.24δ΄)
kp = h f (xr + cph, yr + ap1k1 + ap2k2 + · · · + ap(p−1)kp−1) , (6.24ε΄)

όπου οι σταθερές ωi, ci, ai j ϑα πρέπει να υπολογιστούν. Παρακάτω ϑα εξετάσουµε την περίπτωση
για p = 2 που είναι η απλούστερη.

6.5.1 Μέθοδος Runge–Kutta 2ου ϐαθµού

Για p = 2 οι (6.23, 6.24α΄) γίνονται

yr+1 = yr + ω1k1 + ω2k2 (6.25α΄)
k1 = h f (xr, yr) (6.25β΄)
k2 = h f (xr + c2h, yr + a21k1) . (6.25γ΄)

Αναπτύσσουµε την f (xr + c2h, yr + a21k1) κατά Taylor:

k2 = h
[

f + c2h fx + a21k1 fy +
1
2!

(
(c2h)2 fxx + 2c2ha21k1 fxy + (a21k1)2 fyy + · · ·

)]
,

όπου f ≡ f (xr, yr), fx ≡ ∂ f
∂x , fy ≡ ∂ f

∂y , fxx ≡ ∂2 f
∂x2 , fxy ≡ ∂2 f

∂x∂y , fyy ≡ ∂2 f
∂y2 .

Αντικαθιστούµε τα k1, k2 στην (6.25α΄)

yr+1 = yr + ω1h f

+ω2h
[

f + c2h fx + a21k1 fy +
1
2!

(
(c2h)2 fxx + 2c2ha21k1 fxy + (a21k1)2 fyy + · · ·

)]

= yr + (ω1 + ω2)h f + ω2c2h2 fx + ω2a21h2 f fy

+
ω2h3

2!

(
c2

2 fxx + 2c2a21 f fxy + a21
2 f 2 fyy

)
+ · · · (6.26)

Το ανάπτυγµα της y κατά Taylor στο xr δίνεται από την (6.21). Ισχύουν

y′ = f , (6.27α΄)
y′′ = fx + fy f , (6.27β΄)

y′′′ = fxx + 2 f fxy + f 2 fyy + fy( fx + f fy) . (6.27γ΄)
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Αντικαθιστώντας τις (6.27α΄) στην (6.21) έχουµε:

yr+1 = yr + h f +
h2

2!
( fx + fy f ) +

h3

3!

[
fxx + 2 f fxy + f 2 fyy + fy( fx + f fy)

]
+ · · · (6.28)

Αν στις σχέσεις (6.26,6.28) εξισώσουµε τους οµοιόβαθµους όρους µέχρι και δεύτερου ϐαθµού
ως προς h έχουµε το σύστηµα

ω1 + ω2 = 1 ,

ω2c2 =
1
2
,

ω2a21 =
1
2
.

Το σύστηµα αυτό είναι τριών εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους, δηλαδή έχουµε ένα ϐαθµό
ελευθερίας (και άρα άπειρες λύσεις). Αν ω2 = α , 0 µε α σταθερά, τότε ω1 = 1−α, c2 = a21 = 1

2α .
Για τις τιµές αυτές των ω1, ω2, c2, a21 η (6.26) γίνεται

yr+1 = yr + h f +
h2

2

(
fx + f fy

)
+

h3

8α

(
fx + 2 f fxy + f 2 fyy

)
+ O

(
h4

)
. (6.29)

Το τοπικό σφάλµα αποκοπής της µεθόδου ϑα είναι (6.28)−(6.29) δηλαδή
(
h3

6
− h3

8α

) (
fxx + 2 f fxy + f 2 fyy

)
+

h3

6
fy

(
fx + f fy

)
+ O

(
h4

)
. (6.30)

Από την (6.30) ϐλέπουµε ότι δεν µπορούµε να καθορίσουµε την αυθαίρετη σταθερά α έτσι ώστε
το τοπικό σφάλµα αποκοπής να είναι ανάλογο του h4. Μια απλή µορφή στους σχετικούς τύπους
της µεθόδου RK δίνει η επιλογή α = 1/2 οπότε ω1 = ω2 = 1/2, c2 = a21 = 1 µε αντίστοιχους
τύπους δεύτερου ϐαθµού

yr+1 = yr +
1
2

(k1 + k2) ,

k1 = h f (xr, yr)

k2 = h f (xr + h, yr + k1) .

Το τοπικό σφάλµα αποκοπής για τη συγκεκριµένη επιλογή γίνεται

− h3

12

(
fxx + 2 f fxy + f 2 fyy + 2 fx fy + 2 f fy2

)
+ O

(
h4

)
.

Παρατηρούµε ότι το τοπικό σφάλµα αποκοπής της RK (p = 2) είναι ανάλογο του h3, σε αντίθεση
µε τη µέθοδο Euler στην οποία είναι ανάλογο του h2. Συνεπώς, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
µεγαλύτερο ϐήµα h.

6.5.2 Μέθοδος Runge–Kutta 4ου ϐαθµού

Με το ίδιο τρόπο όπως για τη RK δευτέρου ϐαθµού µπορούµε να κατασκευάσουµε µια RK
υψηλότερου ϐαθµού. Σε µια RK n ϐαθµού το τοπικό σφάλµα αποκοπής είναι ανάλογο του hn+1.
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Η πιο εύχρηστη είναι η RK τετάρτου ϐαθµού:

yr+1 = yr +
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ,

k1 = h f (xr, yr) ,

k2 = h f
(
xr +

h
2
, yr +

k1

2

)
,

k3 = h f
(
xr +

h
2
, yr +

k2

2

)
,

k4 = h f (xr + h, yr + k3) .

Στη περίπτωση αυτή το σφάλµα είναι ανάλογο του h5 αλλά χρειάζονται τέσσερις υπολογισµοί της
f σε κάθε επανάληψη.

6.5.3 Σχόλια

Πλεονεκτήµατα RK Η µέθοδος γράφεται εύκολα σε κώδικα, είναι οικονοµική σε µνήµη, είναι
εύκολο να ξεκινήσει (χρειάζεται µία αρχική τιµή) και το µήκος του ϐήµατος h µπορεί
εύκολα να µεταβληθεί από επανάληψη σε επανάληψη χωρίς επιπλέον δουλειά.

Μειονεκτήµατα RK Είναι δύσκολο να υπολογίσουµε το σφάλµα αποκοπής. Ο υπολογισµός
ενός ϕράγµατος για το σφάλµα εξαρτάται από παράγοντες οι οποίοι δεν παρουσιάζονται
απ΄ ευθείας στη µέθοδο και συνεπώς απαιτεί επιπλέον υπολογισµούς. Επίσης, µια RK
ϐαθµού n απαιτεί n υπολογισµούς της συνάρτησης f · όταν αυτή είναι πολύπλοκη, όπως
συνήθως, χρειάζεται σεβαστός αριθµός πράξεων σε κάθε επανάληψη.

6.6 Τελεστές ∆ιαφορών

Ο σκοπός αυτής της παραγράφου είναι διπλός : πρώτον, για να δούµε τη δύναµη και την
απλότητα των µεθόδων µε τελεστές στην κατασκευή διαφόρων τύπων που είναι χρήσιµοι σε πολλά
ϑέµατα της Αριθµητικής Ανάλυσης, όπως στις ∆Ε. ∆εύτερον, για να εξαγάγουµε µερικούς από
τους τελεστές που ϑα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω.

Αν f (x) είναι πραγµατική συνάρτηση, ορισµένη σε ένα διάστηµα [a, b], χωρίζουµε το διάστη-
µα αυτό σε n ίσα τµήµατα µήκους h το καθένα, δηλαδή, [a ≡ x0, x1], [x1, x2],. . . ,[xn−1, xn ≡ b].
Τότε xr = x0 + rh. Θεωρούµε ότι είναι γνωστές οι τιµές της f στα σηµεία xi, i = 0, 1, . . . , n,
yi = f (xi).Ορίζουµε ως τελεστή διαφοράς προς τα εµπρός, και συµβολίζουµε µε ∆ το

∆yr = yr+1 − yr , yr+1 = f (xr+1) = f (xr + h) .

Ισχύει ότι
∆2yr = ∆ (∆yr) = yr+2 − 2yr+1 + yr .

Γενικά ισχύει ∆pyr = ∆p−1 (∆yr).

Παράδειγµα: ΄Εστω y = xn. Τότε

∆nxn = ∆n−1 (
∆xn) = ∆n−1 [

(x + h)n − xn] = ∆n−1
(
nhxn−1 + · · ·

)

= ∆n−2
[
nh(n − 1)xn−2 + · · ·

]
= · · ·

= n!hn .
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Εποµένως, η n-ιοστή διαφορά του xn είναι ένας σταθερός αριθµός. Γενικά ισχύει ότι η n-ιοστή
διαφορά ενός πολυωνύµου n ϐαθµού είναι σταθερός αριθµός.

Παράδειγµα: Να υπολογιστούν οι διαφορές της y = x2 στο [0, 2], µε h = 0.5.

r x y = x2 ∆y ∆2y ∆3y ∆4y
0 0.0 0.0

0.25
1 0.5 0.25 0.5

0.75 0.0
2 1.0 1.0 0.5 0.0

1.25 0.0
3 1.5 2.25 0.5

1.75
4 2.0 4.0

Από το παράδειγµα ϐλέπουµε ότι οι διαφορές ∆3y είναι µηδέν. Γενικά ισχύει ότι οι n+1 διαφορές
ενός πολυωνύµου ϐαθµού n είναι µηδέν. Αν η f (x) είναι συνάρτηση και όχι πολυώνυµο, τότε
µπορούµε να ϐρούµε ένα h τέτοιο ώστε οι διαφορές υψηλότερου ϐαθµού συνεχώς να ελαττώνονται
σε µέγεθος.

Παράδειγµα: ΄Εστω f (x) = ekx. Τότε

∆ f (x) = ek(x+h) − ekx = ekx
(
ekh − 1

)

∆2 f (x) = ekx
(
ekh − 1

)2

...
...

∆n f (x) = ekx
(
ekh − 1

)n

Για να ελαττώνονται οι διαφορές ϑα πρέπει ekh − 1 < 1 ή h < ln 2
k .

6.6.1 Ιδιότητες

Ο τελεστής ∆, όπως και οι άλλοι τελεστές που ϑα δούµε παρακάτω, υπακούουν στους νόµους
της ΄Αλγεβρας.

Ισότητα τελεστών ∆υο τελεστές T1, T2, είναι ίσοι όταν για κάθε f (x) ισχύει T1 f (x) = T2 f (x).

Τελεστής µετατόπισης Ο τελεστής µετατόπισης E ορίζεται από τη σχέση yr+1 = Eyr. Εύκολα
µπορούµε να δούµε ότι E = 1 + ∆, όπου 1 είναι ο ταυτοτικός τελεστής, δηλαδή ο τελεστής
που αφήνει µια συνάρτηση f αµετάβλητη.
Για τον τελεστή E η δύναµη Eα για κάθε α ορίζεται από

Eαyr = yr+α , ή Eα f (x) = f (x + αh) .

∆ιαφορικός τελεστής Ο διαφορικός τελεστής D ορίζεται από τη σχέση y′r = Dyr. Συνδέεται µε
τον τελεστή µετατόπισης µε τη σχέση E = ehD. Πράγµατι

yr+1 = yr + hDyr +
h2

2!
D2yr + · · · =

[
1 + hD +

1
2!

(hD)2 + · · ·
]

yr = ehDyr .
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Συνεπώς, E = ehD και hD = ln E = ln(1 + ∆). Από την τελευταία σχέση µπορούµε να
υπολογίσουµε την τιµή της παραγώγου µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο xr, όταν είναι
γνωστές οι πεπερασµένες διαφορές της συνάρτησης στα xi, από τη σχέση:

hy′ = hDy = ln(1 + ∆)y = ∆y − 1
2

∆2y +
1
3

∆3y − · · ·

Παράδειγµα: Να υπολογιστεί η παράγωγος της f (x) = ex στο x = 1.0. Οι διαφορές της ex

δίνονται στον Πίνακα 6.1, (h = 0.1). ΄Αρα

0.1y′x=1.0 ≈ 0.285884 − 1
2
× 0.030067 +

1
3
× 0.003162 − 1

4
× 0.000333 +

1
5
× 0.000035 = 0.271828 .

Εποµένως, y′x=1.0 ≈ 2.718280. Η ακριβής τιµή είναι e1 = 2.718281828 . . ..
Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή της δεύτερης παραγώγου της y σε

ένα σηµείο. Από τη σχέση y′′r = D2yr έχουµε

h2y′′r = h2D2yr = [ln(1 + ∆)]2 yr = ∆2yr − ∆3yr +
11
12

∆4yr + · · ·

6.6.2 ΄Αλλοι τελεστές

Τελεστής διαφοράς προς τα πίσω Συµβολίζεται µε ∇ και ορίζεται από τη σχέση

∇yr = yr − yr−1 .

Τελεστής κεντρικής διαφοράς Συµβολίζεται µε δ και ορίζεται από τη σχέση

δyr = yr+ 1
2
− yr− 1

2
.

Τελεστής µέσης τιµής Συµβολίζεται µε µ και ορίζεται από τη σχέση

µyr =
yr+ 1

2
+ yr− 1

2

2
.

Ισχύουν οι σχέσεις

∇ = 1 − E−1 , δ = E1/2 − E−1/2 , δ = ehD/2 − e−hD/2 = 2 sinh
(
hD
2

)
, δ = ∆(1 + ∆)−1/2 .

Από τη σχέση δ = 2 sinh(hD/2) µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή της δεύτερης παραγώγου
µιας συνάρτησης όταν είναι γνωστές οι κεντρικές διαφορές της, δyr

h2y′′r = h2D2yr =

[
2 sinh−1

(
δ

2

)]2
yr .

Καθώς
sinh−1 z = z − 1

6
z3 +

3
40

z5 − 5
56

z7 + · · · ,
έχουµε

h2y′′r =

(
δ2 − 1

2
δ4 +

1
90
δ6 + · · ·

)
yr .
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6.6.3 Γενικευµένοι τύποι του Newton

΄Εστω y(x) µια συνάρτηση η οποία γράφεται y(x) = y(xr + αh) = yr+α, µε α = (x − xr)/h, α
συνεχής. Τότε

y(x) = y(xr + αh) = yr+α = Eαyr = (1 + ∆)αyr

=

(
1 + α∆ +

α(α − 1)
2!

∆2 +
α(α − 1)(α − 2)

3!
∆3 + · · ·

)
yr . (6.31)

Με τον ίδιο τρόπο, από τη σχέση E = (1 − ∇)−1 έχουµε:

yr+α = Eαyr = (1 − ∇)−αyr

=

(
1 + α∇ +

α(α + 1)
2!

∇2 +
α(α + 1)(α + 2)

3!
∇3 + · · ·

)
yr . (6.32)

6.6.4 Εφαρµογή των τελεστών στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων

Παραδείγµατα:

1. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫ xr+2h

xr

y(x) dx .

Για x ∈ (xr, xr + 2h), x = xr + αh. Από την (6.31) έχουµε:

I =

∫ xr+2h

xr

(
yr + α∆yr +

α(α − 1)
2!

∆2yr + · · ·
)

dx

=

∫ 2

0

(
yr + α∆yr +

α(α − 1)
2!

∆2yr + · · ·
)

h dα

= 2h
(
yr + ∆yr +

1
6

∆2yr + 0∆3yr − 1
180

∆4yr + · · ·
)
.

΄Οταν στην παραπάνω εξίσωση αποκόψουµε τους όρους τρίτου και µεγαλύτερου ϐαθµού
ως προς ∆ έχουµε:

I =
h
3

(yr + 4yr+1 + yr+2) .

Η σχέση αυτή είναι η µέθοδος Simpson, §5.3, και ο κυρίαρχος όρος του σφάλµατος
αποκοπής ϑα είναι :

R = − h
90

∆4yr ⇒ R = − h5

90
y(4)

r .

2. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
I =

∫ xr+1

xr

y(x) dx

µε τη ϐοήθεια του τελεστή ∇. Από την (6.32) έχουµε:
∫ xr+1

xr

y(x) dx =

∫ xr+1

xr

(
yr + α∇yr +

α(α + 1)
2!

∇2yr + · · ·
)

dx

= h
(
yr +

1
2
∇yr +

5
12
∇2yr +

3
8
∇3yr + · · ·

)
. (6.33)
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3. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
I =

∫ xr+1

xr

y(x) dx

µε τη ϐοήθεια του τελεστή ∇ και του yr+1 αντί του yr.
∫ xr+1

xr

y(x) dx =

∫ 0

−1

(
yr+1 + α∇yr+1 +

α(α + 1)
2!

∇2yr+1 + · · ·
)

h dα

= h
(
yr+1 − 1

2
∇yr+1 − 1

12
∇2yr+1 − 1

24
∇3yr+1 − · · ·

)
. (6.34)

Από τις (6.33, 6.34) παρατηρούµε ότι οι συντελεστές του ∇ µικραίνουν γρηγορότερα στη
δεύτερη. Για το λόγο αυτό, όταν αποκόπτουµε σε αυτές τους όρους από ένα συγκεκριµένο
όρο και µετά, ϑα πρέπει να αναµένουµε καλύτερη προσέγγιση του ολοκληρώµατος από
την (6.34).
΄Οταν αποκόψουµε από την (6.34) τους όρους δεύτερου και µεγαλύτερου ϐαθµού, τότε
παίρνουµε τον κανόνα τραπεζίου, §5.2,

I =
h
2

(yr+1 + yr) ,

και ο κυρίαρχος όρος του σφάλµατος αποκοπής ϑα είναι − 1
12 h3y′′r+1.

4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
I =

∫ xr+1

xr

y(x) dx

µε τη ϐοήθεια του τελεστή δ.
Ισχύει ότι

D =
2
h

sinh−1
(
δ

2

)
=

1
h

(
δ − 1

24
δ3 +

3
640

δ5 − · · ·
)
. (6.35)

Για ένα x ∈ (xr − h, xr + h), x = xr − h + αh και

y(x) = Eα−1yr = eh(α−1)Dyr .

Η παραπάνω σχέση, σε συνδυασµό µε την (6.35), δίνει µετά από πράξεις :
∫ xr+1

xr

y(x) dx =

∫ 2

0

[
1 + (α − 1)

(
δ − 1

24
δ3 + · · ·

)

+
(α − 1)2

2!

(
δ − 1

24
δ3 + · · ·

)
+ · · ·

]
h dα

= 2h
(
1 +

1
6
δ2 − 1

180
δ4 +

1
1512

δ6 − · · ·
)

yr .

6.7 Μέθοδοι ϐασιζόµενες σε αριθµητική ολοκλήρωση. Πολυβη-
µατικές µέθοδοι

Στις µεθόδους που εξετάσαµε για την επίλυση µιας ∆Ε, Taylor, Euler, Runge–Kutta, µέσω
εξίσωσης διαφορών, η ιδέα ήταν να αναπτύξουµε τη λύση σε σειρά Taylor. Στις µεθόδους αυτές,
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για να υπολογίσουµε την τιµή της λύσης yr+1 σε ένα σηµείο xr+1, χρησιµοποιήσαµε την τιµή
της λύσης yr σε ένα µόνο σηµείο xr· γι΄ αυτό, οι µέθοδοι αυτές λέγονται µονοβηµατικές. Μια
µέθοδος στην οποία για τον υπολογισµό της yr+1 χρειαζόµαστε περισσότερες από µία τιµή της
λύσης σε προηγούµενα σηµεία, yr, yr−1, yr−2,. . . ϑα τη λέµε πολυβηµατική. Με άλλα λόγια, όταν
για µία ∆Ε η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών έχει ϐαθµό ≥ 2, τότε η µέθοδος επίλυσής της είναι
πολυβηµατική. Στα επόµενα ϑα εξετάσουµε µεθόδους για την επίλυση µιας ∆Ε χρησιµοποιώντας
αριθµητική ολοκλήρωση.

΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = f (x, y) , (6.36α΄)
y(x0) = y0 . (6.36β΄)

Ολοκληρώνουµε τα δύο µέλη της (6.36α΄) µεταξύ xr και xr+1 οπότε έχουµε:

yr+1 − yr =

∫ xr+1

xr

f (x, y) dx =

∫ xr+1

xr

y′(x) dx⇒ yr+1 = yr +

∫ xr+1

xr

y′(x) dx . (6.37)

Η ιδέα εδώ είναι να αντικαταστήσουµε το ολοκλήρωµα µε µια κατάλληλη προσέγγιση ή, κα-
λύτερα, να αντικαταστήσουµε την f µε ένα πολυώνυµο παρεµβολής. Υποθέτουµε ότι έχουµε
ήδη υπολογίσει προσεγγίσεις y0,, y1, . . . ,yn, της y(x) στα ισαπέχοντα σηµεία xr = x0 + rh,
r = 0, 1, . . . , n· µε frϑα συµβολίζουµε µια προσέγγιση της f (xr, y(xr)), r = 0, 1, . . . , n.

6.7.1 Μέθοδος Adams–Bashforth

Αν για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος (6.37) χρησιµοποιήσουµε την (6.33), παίρνουµε
έναν αλγόριθµο για τη λύση του (6.36α΄) ο οποίος λέγεται αλγόριθµος των Adams–Bashforth:

yr+1 = yr +

(
1 +

1
2
∇ +

5
12
∇2 +

3
8
∇3 + · · ·

)
y′r . (6.38)

Ο τύπος αυτός λέγεται και τύπος της πρόβλεψης (Predictor) ή, ακόµη, ανοικτός τύπος (explicit).
Αν στον τύπο παρεµβολής της f χρησιµοποιήσουµε τα xr και τα προηγούµενά τους xr−1,
xr−2,. . . τότε η µέθοδος που παίρνουµε λέγεται ανοικτή (explicit) ενώ αν για την προσέγγιση
της y στο xr+1 χρησιµοποιήσουµε το xr+1 και τα προηγούµενά του η µέθοδος λέγεται κλειστή.

Από την (6.38) έχουµε όλους τους τύπους της µεθόδου Adams–Bashforth ανάλογα µε τους
όρους που αποκόπτουµε κάθε ϕορά. ΄Ετσι

1. Αν αποκόψουµε τους όρους µετά το σταθερό όρο τότε προκύπτει η µέθοδος Euler, §6.4.1,

yr+1 = yr + hy′r .

2. Αν κρατήσουµε και τον όρο ∇ τότε

yr+1 = yr +
h
2

(
3y′r − y′r−1

)
,

µε τον κυρίαρχο όρο στο σφάλµα αποκοπής τον 5
12 h3y′′′r (ξ).

3. Αν αποκόψουµε τους όρους µετά το ∇3 έχουµε τον τύπο

yr+1 = yr +
h

24

(
55y′r − 59y′r−1 + 37y′r−2 − 9y′r−3

)
.
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΄Οπως ϐλέπουµε από τα παραδείγµατα αυτά, σε µία µέθοδο Adams–Bashforth ϐαθµού p χρεια-
Ϲόµαστε p τιµές της y για να ξεκινήσουµε τον αλγόριθµο. Αυτό αποτελεί και το σοβαρότερο
µειονέκτηµα της µεθόδου. Για το λόγο αυτό, η µέθοδος χρησιµοποιείται σε συνδυασµό µε µια
άλλη µέθοδο για τον προσδιορισµό των y(x0),. . . ,y(xp−1)· η τελευταία είναι συνήθως µια Runge–
Kutta του ίδιου ϐαθµού. ΄Εχοντας γνωστή την αρχική συνθήκη y(x0) = y0, ξεκινάµε τη λύση της
(6.36α΄) µε µία Runge–Kutta ϐαθµού p και υπολογίζουµε τις τιµές της λύσης στα x0, x1,. . . xp−1,
έστω u0, u1,. . . up−1. Κατόπιν, µε τη ϐοήθεια των υπολογισµένων τιµών συνεχίζουµε τη λύση
του προβλήµατος µε µια Adams–Bashforth ϐαθµού p. Το πλεονέκτηµα της Adams–Bashforth
σε αντίθεση µε τη Runge–Kutta είναι ότι χρειαζόµαστε µόνο ένα υπολογισµό της f , ενώ στη
Runge–Kutta p ϐαθµού χρειαζόµαστε p υπολογισµούς της f σε κάθε επανάληψη.

6.7.2 Μέθοδος Adams–Moulton

Θα προσεγγίσουµε και πάλι το ολοκλήρωµα στην (6.37) µε τη ϐοήθεια της (6.34). ΄Εχουµε

yr+1 = yr +

(
1 − 1

2
∇ − 1

12
∇2 − 1

24
∇3 − · · ·

)
y′r+1 . (6.39)

Η σχέση αυτή είναι ένας κλειστός τύπος (implicit) µε την έννοια ότι χρειαζόµαστε πληροφορίες
για την τιµή της λύσης στο xr+1, (καθώς y′r+1 = f (xr+1, yr+1)). Γενικότερα, µη γραµµικές εξι-
σώσεις προκύπτουν για τον υπολογισµό του yr+1. Ο τύπος (6.39) είναι γνωστός και ως τύπος της
διόρθωσης (Corrector) ή αλγόριθµος των Adams–Moulton.

΄Οταν στην (6.39) αποκόψουµε τους όρους µετά το ∇ έχουµε τον κανόνα τραπεζίου

yr+1 = yr +
h
2

(
y′r + y′r+1

)
. (6.40)

Ο κυρίαρχος όρος του σφάλµατος αποκοπής είναι − 1
12 h3y′′′(ξ).

Παραδείγµατα:

1. Να λυθεί η
y′ = xy .

Χρησιµοποιώντας τον τύπο (6.40) έχουµε

yr+1 =
1 + 1

2 hxr

1 − 1
2 hxr+1

yr .

2. Να λυθεί η
y′ = xy2

µε τον κανόνα τραπεζίου.

yr+1 = yr +
h
2

(
xry2

r + xr+1y2
r+1

)
.

Εδώ έχουµε µια µη γραµµική εξίσωση διαφορών ως προς yr+1 και ϑα πρέπει σε κάθε
επανάληψη, να λύνουµε µια µη γραµµική εξίσωση, πράγµα το οποίο είναι πολύ δύσκολο
στην πράξη.
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6.7.3 Μέθοδοι Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης (Predictor–Corrector)

Με τη µέθοδο πρόβλεψης υπολογίζουµε το yr+1 από τις γνωστές τιµές yr, yr−1,. . . y0, αλλά οι
συντελεστές της σειράς των πεπερασµένων διαφορών (6.38) µικραίνουν πολύ αργά. ∆ηλαδή, για
να έχουµε µια ικανοποιητική ακρίβεια ϑα πρέπει να πάρουµε ένα σχετικά µεγάλο αριθµό όρων
στη (6.38), πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι σε κάθε επανάληψη ϑα έχουµε περισσότερη δουλειά,
περισσότερες πράξεις, περισσότερα λάθη στρογγύλευσης. Με τη µέθοδο της διόρθωσης, οι
συντελεστές της σειράς πεπερασµένων διαφορών (6.39) µπορεί να µικραίνουν πολύ γρήγορα
αλλά προκύπτουν µη γραµµικές εξισώσεις.

Παράδειγµα:

Μέθοδος πρόβλεψης

yr+1 = yr + hy′r .

Το σφάλµα αποκοπής είναι

Tp =
h2

2
y′′(ξ) .

Μέθοδος διόρθωσης

yr+1 = yr +
h
2

(
y′r + y′r+1

)
.

Το σφάλµα αποκοπής είναι

Tc = − h3

12
y′′′(ξ) .

Παρακάτω ϑα περιγράψουµε έναν αλγόριθµο, ο οποίος λέγεται αλγόριθµος πρόβλεψης–διόρθωσης.
Αποτελεί ένα συνδυασµό των παραπάνω µεθόδων και ξεπερνά όλες τις δυσκολίες της καθεµίας
χωριστά.

Αλγόριθµος: ΄Εστω ότι δίνεται η τιµή του y στο xr, yr = y(xr).

1. Πρόβλεψε την τιµή ȳr+1 µε µια µέθοδο Adams–Bashforth.

2. Υπολόγισε το ȳ′r+1 = f (xr+1, ȳr+1).

3. ∆ιόρθωσε, υπολόγισε το yr+1 χρησιµοποιώντας το ȳ′r+1 στο δεξί µέλος µιας µεθόδου Adams–
Moulton.

4. Υπολόγισε το y′r+1 = f (xr+1, yr+1).

5. Επανάλαβε για το επόµενο διάστηµα.
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Υπολογισµός του σφάλµατος αποκοπής

∆ιαλέγουµε ένα αλγόριθµο Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης του ίδιου ϐαθµού και έστω Tp το σφάλµα
αποκοπής από την πρόβλεψη και Tcαπό τη διόρθωση.

΄Οταν µια µέθοδος είναι ϐαθµού s τότε

Tp = Aphs+1y(s+1)(ξp) , και (6.41)
Tc = Achs+1y(s+1)(ξc) , (6.42)

όπου τα Ap, Ac είναι σταθεροί συντελεστές. Υποθέτουµε ότι το διάστηµα h = xr+1 − xr είναι τόσο
µικρό ώστε

y(s+1)(ξp) ≈ y(s+1)(ξc) ≈ y(s+1)(ξ) . (6.43)

Ισχύουν

ȳr+1 − Yr+1 = Tp = Aphs+1y(s+1)(ξp) , (6.44α΄)
yr+1 − Yr+1 = Tc = Achs+1y(s+1)(ξc) , (6.44β΄)

όπου Yr+1 είναι η πραγµατική λύση και ȳr+1 η υπολογισµένη τιµή από την πρόβλεψη και yr+1 η
υπολογισµένη από τη διόρθωση. Από τις (6.43, 6.44α΄) έχουµε

yr+1 − ȳr+1 = Ahs+1y(s+1)(ξ) ,

µε A = Ap − Ac. Από τη σχέση αυτή είναι εύκολο να υπολογίσουµε τα Tp, Tc.

Παράδειγµα: Ως τύπο πρόβλεψης διαλέγουµε µια µέθοδο δεύτερου ϐαθµού

yr+1 = yr +
h
2

(
3y′r − y′r−1

)
, (6.45α΄)

µε Tp =
5
12

h3y′′′(ξp) (6.45β΄)

και ως τύπο διόρθωσης την αντίστοιχη σχέση

yr+1 = yr +
h
2

(
y′r + y′r+1

)
, (6.46α΄)

µε Tc = − 1
12

h3y′′′(ξc) . (6.46β΄)

Τότε

Tp =
5
6

(yr+1 − ȳr+1) (6.47α΄)

και Tc = −1
6

(yr+1 − ȳr+1) . (6.47β΄)

Επιλογή του ϐήµατος h

Σκοπός µας είναι να χρησιµοποιήσουµε ένα ϐήµα h το οποίο ϑα κρατά το σφάλµα αποκοπής,
το οποίο εξαρτάται από το h, µέσα σε ορισµένα όρια. ΄Οταν το h είναι πολύ µεγάλο, τότε η λύση
δεν είναι ακριβής (µεγάλο σφάλµα αποκοπής)· όταν το h είναι πολύ µικρό τότε και πάλι η λύση
δεν είναι καλή (πολλά λάθη στρογγύλευσης).
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΄Οµως, µπορούµε να ξεκινήσουµε µια µέθοδο Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης µε ϐήµα h το οποίο
ϑα µεταβάλεται σε κάθε επανάληψη ανάλογα µε το σφάλµα αποκοπής. ΄Οταν το σφάλµα είναι
µεγάλο ϑα παίρνουµε µικρότερο ϐήµα στην επόµενη επανάληψη και αντίστροφα. Θα πρέπει,
ϐέβαια, να καθορίσουµε τι είναι µεγάλο και τι µικρό σφάλµα αποκοπής. Αλλάζοντας την τιµή του
h σε κάθε επανάληψη εµφανίζονται πολλές δυσκολίες· το πρόβληµα απλοποιείται αν πάρουµε
ως νέο ϐήµα το διπλάσιο ή το µισό του παλαιού, ανάλογα µε το σφάλµα.

Στην πρώτη περίπτωση, όταν δηλαδή, πάρουµε ως νέο h το διπλάσιο του προηγούµενου, το
πρόβληµα είναι απλό καθώς x̃r−1 ≡ xr−2, x̃r−2 ≡ xr−4, κλπ. και οι τιµές της y είναι γνωστές στα
σηµεία x̃r−1, x̃r−2, x̃r−3,. . . . ΄Οταν το νέο h είναι ίσο µε h/2 τότε x̃r−2 ≡ xr−1, x̃r−4 ≡ xr−2,. . . · το
νέο x̃r−1 είναι το σηµείο στο µέσο µεταξύ των xr−1 και xr, και αντίστοιχα για τα υπόλοιπα. Στην
περίπτωση αυτή, ϑα πρέπει να υπολογίσουµε µε παρεµβολή την τιµή της y στο x̃r−1 ≡ xr− 1

2
,

yr− 1
2

= y(xr− 1
2
), κ.ο.κ.

΄Οταν στον αλγόριθµο Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης που δώσαµε παραπάνω, ενσωµατώσουµε τη
µέθοδο υπολογισµού του σφάλµατος και τη µέθοδο επιλογής του διαστήµατος h, ο αλγόριθµος
γίνεται :

Αλγόριθµος Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης: Κατ΄ αρχήν αποφασίζουµε ότι Emin < |Er | < Emax.

1. Πρόβλεψε το ȳr+1, υπολόγισε το ȳ′r+1 = f (xr+1, ȳr+1).

2. ∆ιόρθωσε ϐρίσκοντας το yr+1, υπολόγισε το y′r+1 = f (xr+1, yr+1).

3. Υπολόγισε το σφάλµα από τα ȳr+1, yr+1.

4. Αν |Er | > Emax τότε h← h/2 και επανάλαβε από το xr.

5. Αν |Er | < Emin τότε h← 2h και επανάλαβε από το xr.

6. Αλλιώς, συνέχισε µε το ίδιο ϐήµα h ξανά από την πρώτη εντολή.

Η µέθοδος Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης είναι πολυβηµατική µέθοδος, εποµένως, ϑα πρέπει να γνω-
ϱίζουµε περισσότερες της µίας αρχικές συνθήκες για να ξεκινήσουµε. Ο πιο συνηθισµένος
τρόπος είναι να εφαρµόσουµε µια Runge–Kutta ανάλογου ϐαθµού για το ξεκίνηµα του αλγο-
ϱίθµου και µόλις υπολογιστούν οι απαιτούµενες αρχικές συνθήκες να συνεχίσουµε µε µέθοδο
Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης. ΄Ενα άλλο σηµείο στο οποίο πρέπει να παρεµβάλουµε τη µέθοδο Runge–
Kutta είναι το ϐήµα 4. Στο ϐήµα αυτό ϑα υπολογίσουµε το yr− 1

2
µε Runge–Kutta από τις γνωστές

τιµές της y στα προηγούµενα σηµεία.

6.8 Συστήµατα ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Οι µέθοδοι αριθµητικής επίλυσης ∆Ε που εξετάσαµε, µπορούν εύκολα να εφαρµοστούν
στην περίπτωση συστηµάτων ∆Ε ή µιας ∆Ε υψηλότερου ϐαθµού (≥ 2). ΄Εστω το σύστηµα των ∆Ε
πρώτου ϐαθµού

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn) (6.48α΄)
y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn) (6.48β΄)
...

... (6.48γ΄)
y′n = f2(x, y1, y2, . . . , yn) (6.48δ΄)
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όπου οι fi είναι πραγµατικές συναρτήσεις, ορισµένες για x ∈ [a, b] και για κάθε πραγµατικό
y1, y2,. . . , yn. Οι τιµές των yi στο (n + 1) ϐήµα ϑα υπολογιστούν από τις τιµές των y′i και τις
προηγούµενες τιµές των yi, y′i , µε τον ίδιο τρόπο όπως στις απλές ∆Ε. Ο υπολογισµός των y′i από
την (6.48α΄) είναι το µόνο σηµείο στο οποίο υπάρχει διαφορά από την απλή περίπτωση καθώς
έχουµε n τιµές yi αντί για µία, όπως στις απλές ∆Ε. Γενικά, η λύση του (6.48α΄), αν υπάρχει, δε
ϑα είναι µοναδική, εκτός αν προσδιοριστούν n αρχικές συνθήκες :

yi(x0) = si , i = 1, . . . , n , (6.49)

όπου τα si είναι γνωστά και x0 ∈ [a, b]. Οι (6.48α΄,6.49) συνιστούν ένα πρόβληµα αρχικών τιµών
που σε διανυσµατική µορφή γράφεται :

y′ = f(x, y) , (6.50α΄)
y(x0) = s . (6.50β΄)

Παράδειγµα: Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′1 = xy1 − y2

y′2 = −y1 + y2

y1(0) = s1

y2(0) = s2

Ορίζουµε y10 ≡ y1(0) και y20 ≡ y2(0). Η σειρά Taylor 2ου ϐαθµού είναι :

y1 r+1 = y1r + h (xry1r − y2r) +
h2

2

[(
x2

r + 2
)

y1r − (1 + xr) y2r
]

y2 r+1 = y2r + h (−y1r + y2r) +
h2

2
[− (1 + xr) y1r + 2y2r

]
,

µε r = 0, 1, . . ..
Η Runge–Kutta δεύτερου ϐαθµού δίνει :

y1 r+1 = y1r +
h
2

[
xry1r − y2r + (xr − h) (y1r + xry1r − 2y2r) − 2y2r + y1r

]

y2 r+1 = y2r +
h
2

(4y2r − 3y1r − xry1r) .

Η µέθοδος Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης εφαρµόζεται µε παρόµοιο τρόπο.

Παρατήρηση: ΄Οπως είναι γνωστό, µια ∆Ε ϐαθµού ≥ 2 µπορεί να γραφτεί ως ένα σύστηµα
∆Ε πρώτου ϐαθµού, οπότε για την αριθµητική επίλυση µιας ∆Ε ϐαθµού ανώτερου του πρώτου,
µετατρέπουµε την εξίσωση σε ισοδύναµο σύστηµα ∆Ε πρώτου ϐαθµού και συνεχίζουµε κατά τα
γνωστά.

Το (6.50α΄) έχει µία µοναδική λύση αν η f ικανοποιεί µια συνθήκη Lipschitz, §6.2, δηλαδή,
∃L > 0 τέτοιο ώστε ∀y, z ∈ Rn και για κάθε x ∈ [a, b] να ισχύει

‖f(x, y) − f(x, z)‖∞ ≤ L ‖y − z‖∞ .
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Οι διάφορες µέθοδοι επίλυσης ∆Ε πρώτης τάξης γενικεύονται εύκολα για συστήµατα ∆Ε πρώτου
ϐαθµού. Η µέθοδος Taylor ϑα είναι :

y(xr+1) = y(xr) + hf (xr, y(xr)) +
h2

2!
f′ (xr, y(xr)) + · · · + hp

p!
f(p) (xr, y(xr)) + Rp+1 ,

όπου

f′ (x, y(x)) ≡ d
dx

f (x, y(x)) =
∂f
∂x

+

n∑

j=1

dy j(x)
dx

∂f
∂y j

=
∂f
∂x

+

n∑

j=1

f j
∂f
∂y j

,

∂f
∂y j

≡
(
∂ f1
∂y j

,
∂ f2
∂y j

, . . . ,
∂ fn
∂y j

)
.

Η µέθοδος Taylor δεύτερου ϐαθµού ϑα είναι :

y(xr+1) = y(xr) + hf (xr, yr) +
h2

2!
f′ (xr, yr) ,

y0 = s .

Η Runge–Kutta 4ου ϐαθµού ϑα είναι :

yr+1 = yr +
h
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

µε

k1 = f (xr, yr) ,

k2 = f (xr + h/2, yr + h/2k1) ,

k3 = f (xr + h/2, yr + h/2k2) ,

k4 = f (xr + h, yr + hk3) .

6.9 Εξισώσεις ∆ιαφορών

Για να µπορέσουµε στα επόµενα να µιλήσουµε για ακρίβεια και ευστάθεια των προσεγγίσεων
των λύσεων που παίρνουµε από διάφορες µεθόδους όπως η Euler, Runge–Kutta κλπ. για την
επίλυση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ορισµένες ιδιότητες
των εξισώσεων διαφορών (Ε∆). Στην §6.2 δώσαµε τον ορισµό µιας ∆Ε ως µια σχέση µεταξύ µιας
ανεξάρτητης µεταβλητής x, µιας εξαρτηµένης συνάρτησης y και µιας ή περισσότερων παραγώγων
της. Οµοίως, ορίζουµε µια Ε∆ ως µια σχέση µεταξύ µιας ανεξάρτητης µεταβλητής x, µιας
εξαρτηµένης συνάρτησης y και µιας ή περισσότερων διαφορών της ∆y, ∆2y,. . . ∆ηλαδή, εκεί που
µια ∆Ε περιέχει µια συνάρτηση σε ένα διάστηµα πραγµατικών αριθµών και τις παραγώγους της,
µια Ε∆ περιέχει τη συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ακεραίων και τις διαφορές της. ΄Οπως
ϕαίνεται από τον ορισµό παραπάνω, υπάρχει µεγάλη οµοιότητα µεταξύ ∆Ε και Ε∆, και ό,τι
ισχύει στη ϑεωρία για τις ∆Ε µπορούµε να το µεταφέρουµε στις Ε∆. Μια Ε∆ ϐαθµού n µπορεί
να γραφεί ως

∆nyn = f
(
n, yn,∆yn,∆

2yn, . . . ,∆
n−1yn

)
. (6.51)

Μια ακολουθία ym, ym+1 που ικανοποιεί την (6.51) για κάθε n = m,m + 1, . . . ϑα τη λέµε λύση της
Ε∆. Βαθµός µιας Ε∆ είναι η µεγαλύτερη διαφορά µεταξύ των δεικτών της άγνωστης συνάρτησης.
Η πιο απλή Ε∆ ϐαθµού m είναι της µορφής

α0yn + α1yn+1 + · · · + αmyn+m = 0 ,
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όπου τα α0, α1,. . . , αm είναι ανεξάρτητα του n. Η παραπάνω σχέση αποτελεί µια οµογενή
γραµµική Ε∆ ϐαθµού n. Παρακάτω ϑα εξετάσουµε τις Ε∆ πρώτου και δεύτερου ϐαθµού.

6.9.1 Εξίσωση διαφορών πρώτου ϐαθµού

΄Εστω η Ε∆
α0yr+1 + a1yr = 0 .

Αναζητούµε λύσεις της µορφής βr. Αντικαθιστώντας στην Ε∆ έχουµε

α0β
r+1 + a1β

r = 0 .

Η εξίσωση αυτή λέγεται χαρακτηριστική εξίσωση της Ε∆ και η λύση της είναι β = −α1
α0

. Η λύση
της Ε∆ εποµένως είναι

yr = c
(
−α1

α0

)r

,

όπου το c είναι µια αυθαίρετη σταθερά που υπολογίζεται από τις αρχικές συνθήκες.

Παράδειγµα:

yr+1 + yr = 0 ,

y(0) = 1 .

Η γενική της λύση είναι yr = c(−1)r. Από την αρχική συνθήκη c = 1, συνεπώς yr = (−1)r.

6.9.2 Εξίσωση διαφορών δεύτερου ϐαθµού

΄Εστω η Ε∆
α0yr+2 + a1yr+1 + α2yr = 0 . (6.52)

Αναζητούµε και πάλι λύσεις της µορφής βr. Η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα είναι

α0β
2 + a1β + α2 = 0 .

Αν συµβολίσουµε µε ∆ το α2
1 − 4α0, διακρίνουµε τις περιπτώσεις

1. ∆ > 0. Τότε

β1,2
−α1 ±

√
∆

2α0

και η γενική λύση της (6.52) είναι

yr = c1β
r
1 + c2β

r
2 ,

όπου τα c1, c2 ϑα υπολογιστούν από τις αρχικές συνθήκες.

2. ∆ = 0. Τότε
β = − α1

2α0
(διπλή) .

Μια άλλη λύση της Ε∆ ϑα είναι η rβr. Πράγµατι

α0(r + 2)βr+2 + α1(r + 1)βr+1 + α2β
r

= βr
[
r(α0β

2 + α1β + α2) + β(2α0β + α1)
]

= 0 ,

και η γενική λύση είναι
yr = c1β

r
1 + c2rβr

2 .
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3. ∆ < 0. Τότε

β1,2 =
−α1 ± i

√|∆|
2α0

= %e±iθ ,

όπου

% =

√
α2

1 + ∆2

2 |α0| , θ = arctan
( √|∆|
α1

)
.

Η γενική λύση ϑα είναι :

yr = c1β
r
1 + c2β

r
2 = c1%

reirθ + c2%
re−irθ

= %r [c1(cos rθ + i sin rθ) + c2(cos rθ − i sin rθ)]

= %(C1 cos rθ + C2 sin rθ)

όπου οι σταθερές C1 = c1 + c2 και C2 = i(c1 − c2) υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες.

Τα παραπάνω µπορούν να γενικευτούν για Ε∆ ϐαθµού n > 2. ΄Οταν µια ϱίζα του χαρακτη-
ϱιστικού πολυωνύµου είναι p ϐαθµού τότε

yr = (c1 + c2r + c3r2 + · · · + cprp−1)βr .

Παραδείγµατα:

1. ΄Εστω η εξίσωση διαφορών

yr+1 = yr + yr−1 , y(0) = 1 , y(1) = 1 .

Η λύση είναι :

yr =
1√
5

1 +
√

5
2


r

− 1√
5

1 − √5
2


r

.

2. ΄Εστω η εξίσωση διαφορών
yr+2 − 4yr+1 + 4yr = 0 .

Η γενική λύση είναι :
yr = c12r + c2r2r .

3. ΄Εστω η εξίσωση διαφορών
yr+2 − 2yr+1 + 10yr = 0 .

Η γενική λύση είναι :
yr =

√
10r(c1 cos rθ + c2 sin rθ) ,

όπου
cos θ =

1√
10

, sin θ =
3√
10

.
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6.9.3 Μη οµογενείς εξισώσεις διαφορών

Η µη οµογενής Ε∆
α0yn + α1yn+1 + · · · + αmyn+m = bn ,

µε bn , 0 λύνεται υπολογίζοντας πρώτα τη γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς

α0yn + α1yn+1 + · · · + αmyn+m = 0 .

Κατόπιν, ϐρίσκουµε µια µερική λύση της µη οµογενούς· η γενική λύση της ισούται µε το
άθροισµα αυτής της µερικής λύσης και της γενικής λύσης της οµογενούς.

Παράδειγµα:

∆yr + 2yr = r → yr+1 + yr = r .

Η γενική λύση της οµογενούς είναι yr = c(−1)r. Για να ϐρούµε µια λύση της µη οµογενούς
αναζητούµε λύσεις της µορφής yr = αr + β, οπότε έχουµε

αr + α + β + αr + β = r ,

άρα α = 0.5, β = −0.25. Η γενική λύση της µη οµογενούς Ε∆ είναι

yr = c(−1)r + 0.5r − 0.25 .

Αν το δεξί µέλος της µη οµογενούς Ε∆ είναι µια σταθερά, αναζητούµε λύσεις της µορφής yr = c.

6.9.4 Σχόλια

Παρακάτω δίνουµε ένα παράδειγµα στο οποίο ϕαίνεται πόσο καταστροφικό µπορεί να είναι
το αποτέλεσµα της λύσης µιας Ε∆ όταν υπεισέρχονται λάθη στρογγύλευσης κατά τη λύση της.

Παράδειγµα: ΄Εστω η Ε∆
yr+1 − 10.1yr + yr−1 = 0 ,

της οποίας η γενική λύση είναι
yr = A110r + A210−r .

Παρατηρούµε ότι στη λύση αυτή κυριαρχεί ο όρος 10r. ΄Οταν υποθέσουµε ότι ισχύουν οι αρχικές
συνθήκες y0 = 10, y1 = 1 τότε A1 = 0 και A2 = 10. Εποµένως, η λύση που Ϲητάµε είναι
yr = 10 × 10−r. Στην πράξη, όµως, το A1 δε ϑα είναι ακριβώς 0 αλλά ϑα είναι π.χ. της τάξης του
10−16, δηλαδή, η λύση που ϑα υπολογίζουµε πραγµατικά ϑα είναι

yr = 10−16 × 10r + 10 × 10−r .

΄Ετσι για r = 10, έχουµε yr = 10−6 + 10−9· για r = 20, yr = 104 + 10−19. Οι τιµές αυτές είναι
πράγµατι πολύ ‘‘κακές’’ προσεγγίσεις των πραγµατικών τιµών.
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6.10 Αριθµητική Ευστάθεια

Η ευστάθεια µιας αριθµητικής µεθόδου αναφέρεται στη συµπεριφορά του σφάλµατος µεταξύ
της τιµής που υπολογίζουµε και της πραγµατικής τιµής της λύσης. Αν το σφάλµα µεγαλώνει
όπως ο αριθµός των ϐηµάτων και τελικά κυριαρχεί της λύσης, η µέθοδος που ακολουθείται
είναι ασταθής. Ας ϑεωρήσουµε εδώ τον υπολογισµό των yr από την επαναληπτική µέθοδο που
ορίζεται από την Ε∆

yn+1 = F (yn, yn−1, . . . , yn−m) , n = m,m + 1, . . . , (6.53)

όταν δίνονται οι αρχικές τιµές y0, y1,. . . , ym. ΄Εστω ότι για κάποιο αυθαίρετο r έχουµε ένα
σφάλµα στρογγύλευσης ε, δηλαδή υπολογίζουµε το

y∗r = yr + ε .

Θα έχουµε, τότε, την ακολουθία y0, y1,. . . , yr−1, y∗r , y∗r+1,. . . .
Θα λέµε ότι η επαναληπτική µέθοδος (6.53) είναι αριθµητικά ευσταθής αν, για yn , 0, τα

σχετικά σφάλµατα ∣∣∣∣∣
yn − y∗n

yn

∣∣∣∣∣
είναι ϕραγµένα όταν n→ ∞.

Παράδειγµα: ΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε τα yn από την

yn+1 = 100.01yn − yn−1 ,

µε y0 = 1 και y1 = 0.01. Η γενική λύση της είναι

yn = c1100n + c20.01n ,

και η λύση που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες είναι

yn = 0.01n , (c1 = 0, c2 = 1).

Η εισαγωγή λαθών στρογγύλευσης κατά τη διάρκεια των υπολογισµών έχει ως αποτέλεσµα να
αλλάξει τη λύση που ϑέλουµε να υπολογίσουµε. ∆ηλαδή, το c1 δε ϑα είναι ακριβώς 0· εποµένως,
ϑα πρέπει να προσθέσουµε τον όρο c1100n στο yn. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα το c1100n πολύ
γρήγορα να κυριαρχεί της πραγµατικής λύσης (που είναι c20.01n). ΄Ετσι, π.χ., αν y∗0 = y0+10−6 =

1.000001 και y∗1 = y1 = 0.01 τότε

y∗2 ≈ 0.0000990214 ,

y∗3 ≈ − 0.0000968733 ,

y∗4 ≈ − 0.0097873247 ,

y∗5 ≈ − 0.9787334946 ,

y∗6 ≈ −97.8733515650 .

Προφανώς, σε µια προσέγγιση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών, η συνάρτηση F στην (6.53) ϑα
εξαρτάται από το h και την f (x, y). Για τον ορισµό της αριθµητικής ευστάθειας δεν ελαττώνουµε το
h όταν n→ ∞ όπως στην περίπτωση της σειράς Taylor. Καθώς µιας προσέγγιση της ∆Ε από µία
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Ε∆ εξαρτάται από τη µορφή της f (x, y), είναι πολύ δύσκολο να εξάγουµε γενικά συµπεράσµατα
όσον αφορά την αριθµητική ευστάθεια. Παρακάτω ϑα εξετάσουµε λεπτοµερώς τη ∆Ε y = −λy µε
y(0) = 1, λ > 0, της οποίας η λύση είναι η y(x) = e−λx. Ο τρόπος διερεύνησης αυτής της ∆Ε και
τα αποτελέσµατα του µπορούν να εφαρµοστούν και σε άλλα προβλήµατα αρχικών τιµών.

Για τη λύση της ∆Ε ϑα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο που δίνεται από τον τύπο

yn+1 = yn−1 + 2h fn . (6.54)

Καθώς fn = −λyn η παραπάνω σχέση γίνεται

yn+1 + 2λhyn − yn−1 = 0 ,

της οποίας η γενική λύση είναι
yn = c1β

r + c2β
r
2 ,

µε β1,2 = −λh ±
√

1 + λ2h2.
Από την παραπάνω σχέση ϐλέπουµε ότι η βn

1 συµπεριφέρεται σαν την y(x), όταν h → 0 µε
xn σταθερό, ενώ η βn

2 έχει τελείως διαφορετική συµπεριφορά. Πράγµατι, όταν αναπτύξουµε την
τετραγωνική ϱίζα έχουµε

β1 = −λh + 1 +
1
2

(λh)2 + O
(
h4

)
.

Συγκρίνοντας µε την
e−λh = 1 − λh +

1
2

(λh)2 + O
(
h3

)
,

ϐλέπουµε ότι
β1 = e−λh + O

(
h3

)
= e−λh

[
1 + O

(
h3

)]
.

Η τελευταία ισότητα προκύπτει από τη σχέση e−λh = 1 + O(h). ΄Αρα

βn
1 = e−λnh

[
1 + O

(
h3

)]n
= e−λxn

[
1 + nO

(
h3

)]
= e−λxn

[
1 + O

(
h2

)]
,

και xn = nh. ΄Οταν h→ 0 µε το xn σταθερό τότε

βn
1 = e−λxn = y(xn) ,

δηλαδή, για µικρές τιµές του h η βn
1 συµπεριφέρεται σαν µια καλή προσέγγιση της y(x). Από

την άλλη πλευρά, όµως,

β2 = −λh −
√

1 + λ2h2 = −λh − 1 − 1
2

(λh)2 + O
(
h4

)

= −eλh + O
(
h3

)
= −eλh

[
1 + O

(
h3

)]

΄Αρα
βn

2 = (−1)neλxn
[
1 + O

(
h2

)]
.

΄Οταν h→ 0 µε το xn σταθερό η βn
2 δεν προσεγγίζει το y(x). Γενικά, η λύση της (6.54) είναι

yn = c1e−λxn
[
1 + O

(
h2

)]
+ c2(−1)neλxn

[
1 + O

(
h2

)]
. (6.55)

Για να είναι αυτή η τιµή του yn καλή προσέγγιση του y(xn) ϑα πρέπει c1 = 1, c2 = 0, δηλα-
δή, πρέπει να υπολογίσουµε τη λύση yn = βn

1. Στην πράξη, όµως, επειδή δεν µπορούµε να
αποφύγουµε τα λάθη στρογγύλευσης, υπολογίζουµε µία τιµή y∗n σαν προσέγγιση του yn

y∗n = (1 + δ1)βn
1 + δ2β

n
2 ,
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οπότε το σχετικό σφάλµα είναι
∣∣∣∣∣
yn − y∗n

yn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
δ1β

n
1 + δ2β

n
2

βn
1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣δ1 + δ2

(
β2

β1

)n∣∣∣∣∣∣ .

΄Οταν |β2| < |β1| το σχετικό σφάλµα είναι ϕραγµένο και συνεπώς, η αντίστοιχη επαναληπτική
µέθοδος είναι ευσταθής. Στην αντίθετη περίπτωση η µέθοδος είναι ασταθής. Αν για το παραπάνω
παράδειγµα έχουµε

|β2| ≡
∣∣∣∣λh +

√
1 + λ2h2

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣λh −

√
1 + λ2h2

∣∣∣∣ ≡ |β1| ,

για h σταθερό το
(
β2
β1

)n
(και το σχετικό σφάλµα) δεν είναι ϕραγµένο όταν n→ ∞.

Η βn
2 λέγεται παρασιτική ή απορριπτέα λύση της Ε∆ και εµφανίζεται επειδή έχουµε αντικατα-

στήσει µια ∆Ε πρώτου ϐαθµού µε µια Ε∆ δεύτερου ϐαθµού. Στην περίπτωση αυτή, η παρασιτική
λύση υπερισχύει της Ϲητούµενης λύσης.

Παραδείγµατα:

1. ΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών y′ = −3y, y(0) = 1, το οποίο έχει λύση την y(x) = e−3x.
Αν για την επίλυση αυτής της ∆Ε χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (6.54) µε h = 0.1 και
y0 = y(0) = 1, y1 = 0.7408 έχουµε τις τιµές του Πίνακα 6.2. ΄Οπως παρατηρούµε, η
µέθοδος είναι ασταθής για xn > 1 και οι εναλλαγές του προσήµου οφείλονται στον όρο
(−1)n της (6.55).

xn y∗n yn

0.0 1.0 1.0
0.1 0.7408 0.740818
0.2 0.555520 0.548812
0.3 0.407488 0.406570
0.4 0.311027 0.301194
0.5 0.220872 0.223130
0.6 0.178504 0.165299
0.7 0.113769 0.122456
0.8 0.110243 0.090718
0.9 0.047624 0.067206
1.0 0.081669 0.049787
1.1 −0.001378 0.036883
1.2 0.082495 0.027324
1.3 −0.050875 0.020242
1.4 0.113020 0.014996
1.5 −0.118687 0.011109

Πίνακας 6.2: Επίλυση της ∆Ε y′ = −3y, y(0) = 1, µε εφαρµογή της (6.54) µε h = 0.1

2. Θα εξετάσουµε ως προς την ευστάθεια τη µέθοδο Adams–Bashforth δεύτερου ϐαθµού

yn+1 = yn =
h
2

(3 fn − fn−1) ,
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όταν εφαρµοστεί για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών y′ = −λy, y(0) = 1,
λ > 0. Ο τύπος Adams–Bashforth γράφεται

yn+1 −
(
1 − 3

2
λh

)
yn − 1

2
λhyn−1 = 0 . (6.56)

Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του είναι

β1,2 =
1
2


(
1 − 3

2
λh

)
±

√
1 − λh +

9
4
λ2h2

 .

΄Εχουµε

β1 =
1
2

[(
1 − 3

2
λh

)
+ 1 +

1
2

(
−λh +

9
4
λ2h2

)
− 1

8

(
−λh +

9
4
λ2h2

)
+ O

(
h3

)]

= 1 − λh +
1
2
λ2h2 + O

(
h3

)
= e−λh

[
1 + O

(
h3

)]
.

Εποµένως,
βn

1 = e−λxn
[
1 + O

(
h2

)]
.

Από τη σχέση αυτή έχουµε ότι για µικρό h η βn
1 είναι µια καλή προσέγγιση του y(xn).

Στην πράξη, η λύση της (6.56) είναι της µορφής

y∗n = (1 + δ1)βn
1 + δ2β

n
2

και

β2

β1
=

1 − 3
2λh −

√
1 − λh + 9

4λ
2h2

1 − 3
2λh +

√
1 − λh + 9

4λ
2h2

.

Η ποσότητα κάτω από την τετραγωνική ϱίζα είναι ϑετική και συνεπώς για 1 − 3/2λh ≥ 0
ϑα ισχύει

∣∣∣∣β2
β1

∣∣∣∣ ≤ 1. Το σχετικό σφάλµα ϑα είναι ϕραγµένο—και εποµένως η µέθοδος είναι
ευσταθής—όταν h ≤ 2

3λ .

∆υσκολίες ευστάθειας δεν υπάρχουν όταν για µια ∆Ε πρώτου ϐαθµού χρησιµοποιήσουµε µια
Ε∆ πρώτου ϐαθµού καθώς δεν προκύπτει παρασιτική λύση. Υπάρχει, όµως, ένα άλλου τύπου
πρόβληµα ευστάθειας που µπορεί να παρουσιαστεί για Ε∆ πρώτου ϐαθµού.

6.11 Απόλυτη Ευστάθεια

΄Εστω ότι µια ∆Ε αντικαθίσταται από µια Ε∆ ϐαθµού k. Τότε η γενική λύση της Ε∆ είναι

yn = c1β
n
1 + · · · + ckβ

n
k .

Αν µια λύση της Ε∆, έστω η βn
1 αντιπροσωπεύει την πραγµατική λύση της ∆Ε, τότε οι άλλες

k − 1 ϱίζες της Ε∆ ϑα είναι παρασιτικές. Αν |βi| > |β1| για i , 1, τότε η παρασιτική λύση βn
i ϑα

κυριαρχεί στη λύση της ∆Ε και ϑα έχουµε αστάθεια. Για τη λύση της ∆Ε y′ = λy, η Ε∆ είναι

Απόλυτα ευσταθής όταν |βi| < 1 για όλα τα i,

Σχετικά ευσταθής όταν |β1| > |βi| για i = 2, . . . , k.
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Παράδειγµα: ΄Εστω y′ = −λy, λ > 0 και ενδιαφερόµαστε για την απόλυτη ευστάθεια της
µεθόδου Euler όταν εφαρµοστεί για τη λύση αυτής της ∆Ε. Ο τύπος Euler είναι

yr+1 = (1 − λh)yr = βyr , µε β = 1 − λh .

Για να έχουµε απόλυτη ευστάθεια πρέπει να έχουµε |β| < 1 ή h < 2/λ. Η συνθήκη αυτή όταν
το λ είναι πολύ µεγάλο είναι πολύ δαπανηρή. Π.χ. αν y′ = −1000y, y(0) = 1· για απόλυτη
ευστάθεια ϑα πρέπει να έχουµε h < 2/1000 = 0.002. Για να ολοκληρώσουµε από x = 0 έως
x = 100 χρειαζόµαστε τουλάχιστον 50000 ϐήµατα.

Παρατήρηση: Οι ανοικτές (explicit) µέθοδοι δεν είναι ποτέ απόλυτα ευσταθείς για όλες τις
τιµές του h. Εξαίρεση αποτελεί ο κανόνας του τραπεζίου. ΄Οταν τον εφαρµόσουµε στην y′ = −λy,
y(0) = 1, λ > 0, ϐλέπουµε ότι είναι απόλυτα ευσταθής για όλα τα h.

6.12 Ασκήσεις

1. Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler για την επίλυση της ∆Ε

y′ = cos x − sin y + x2

στο διάστηµα [−1, 1], µε y(−1) = 3.0. Τυπώστε τη λύση ανά h = 0.01.

2. Εφαρµόστε τη µέθοδο Taylor µε 5 όρους για την επίλυση της ∆Ε της προηγούµενης
άσκησης.

3. Να λυθεί το σύστηµα

y′1 = 2y1 − 2y2 + 3y3

y′2 = y1 + y2 + y3

y′3 = y1 + 3y2 − y3

µε αρχικές συνθήκες (στο t = 0) y1 = −2, y2 = 30, y3 = 0. ∆ίνεται ότι


1 11 1
−1 1 1
−1 −14 1



−1

=


1/2 −5/6 1/3

0 1/15 −1/15
1/2 1/10 2/5

 .

4. Να γράψετε κώδικα για την επίλυση της ∆Ε y′ = −y, µε y(0) = 1 στο διάστηµα [0, 1] µε τη
µέθοδο Euler και ϐήµατα h = 0.2, 0.02, 0.002, 0.0002, 0.00002.

5. Να δείξετε ότι η µέθοδος Runge–Kutta 3ου ϐαθµού για την επίλυση της ∆Ε y′ = f (x, y),
y(x0) = y0 είναι :

yr+1 = yr +
1
6

(k1 + 4k2 + k3)

k1 = h f (xr, yr)

k2 = h f (xr + 0.5h, yr + 0.5k1)

k3 = h f (xr + h, yr + k2)
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6. Εφαρµόστε τη µέθοδο Taylor µε 4 όρους για την επίλυση του συστήµατος ∆Ε

y′ = y + z2 − x3

z′ = z + y3 + cos x

µε αρχικές συνθήκες (στο x = 0) y = 0.3, z = 0.1. Τυπώστε τις τιµές των y, z στο διάστηµα
[0, 1] µε ϐήµα 0.1.

7. Να γράψετε κώδικα σε Fortran που να υλοποιεί τη µέθοδο Runge–Kutta 2ου ϐαθµού.

8. ∆ώστε έναν αλγόριθµο για τον έλεγχο του σφάλµατος για τη Runge–Kutta ϐαθµού p.
∆ιπλασιάστε το ϐήµα h αν το σφάλµα είναι ‘‘πολύ µικρό’’ ή υποδιπλασιάστε το αν το
σφάλµα είναι ‘‘πολύ µεγάλο’’.

9. ∆είξτε ότι όταν εφαρµοστεί η Runge–Kutta 2ου ϐαθµού σε ∆Ε της µορφής y′ = λx δίνει την
ακριβή λύση.

10. ∆ώστε ένα αλγόριθµο για τη µέθοδο Taylor τέταρτου ϐαθµού και υλοποιήστε τον σε κώδικα
Fortran. Εφαρµόστε τον για τη ∆Ε y′ = y3 + x + y, στο [0, 0.5], µε y(0) = 1, h = 0.1.

11. Να λυθεί η ∆Ε y′ = x2 + x − y, y(0) = 0 µε τη Runge–Kutta 2ου ϐαθµού. Υπολογίστε τη
λύση στο x = 0.6 µε h = 0.2.

12. Το πρόβληµα αρχικών τιµών y′ = ax + b, y(0) = 0, έχει λύση

y(x) =
a
2

x2 + bx .

Αν εφαρµοστεί η µέθοδος Euler δείξτε ότι η Ε∆ που προκύπτει έχει λύση

yn =
1
2

(axn + 2b − ah)xn ,

όπου xr = rh, και, εποµένως,
y(xn) − yn =

a
2

hxn .

13. Να εφαρµόσετε την Runge–Kutta 2ου ϐαθµού για δύο διαδοχικά διαστήµατα h, για τη ∆Ε
y′ = λy, y(0) = 1. Να δείξετε ότι ο κυρίαρχος όρος του σφάλµατος αποκοπής στο y(2h)
είναι (λh)3/3.

14. Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο Runge–Kutta 4ου ϐαθµού για να επιλύσετε τη ∆Ε

y′ =
y
x

(
1 − y

x

)

στο διάστηµα [1, 3], µε y(1) = 2. Τυπώστε τις τιµές µε ϐήµα h = 1/128, καθώς και το
σφάλµα ως προς την ακριβή λύση

y(x) =
x

0.5 + ln x
.

15. Να εφαρµόσετε την Runge–Kutta 2ου ϐαθµού για την εύρεση της κίνησης σώµατος µάζας
m = 2 Kg, εξαρτώµενου από ελατήριο µε δύναµη επαναφοράς F(x) = x2 +0.01x3. Το σώµα
αφήνεται για t = 0 ελεύθερο, χωρίς αρχική ταχύτητα, στη ϑέση x = 2.5 cm.
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16. Να ϐρείτε τη κίνηση εκκρεµούς για το οποίο ισχύει

θ̈ = − sin θ ,

όπου θ η γωνία αποµάκρυνσης από την κάθετο. Το εκκρεµές αφήνεται ελεύθερο, χωρίς
αρχική ταχύτητα σε γωνία θ = 45◦.
Για µικρές γωνίες θ ισχύει sin θ ≈ θ. Εφαρµόστε την προσέγγιση αυτή και συγκρίνετε τη
λύση της νέας διαφορικής εξίσωσης µε τη λύση της ακριβούς ∆Ε.

17. Να λύσετε τη ∆Ε ψ′′ = (x2 − 5)ψ µε αρχική συνθήκη ψ(0) = −(2
√
π)−1/2. Τυπώστε 100

ισαπέχουσες τιµές στο διάστηµα [−2, 2].

Υπόδειξη Να λύσετε δύο προβλήµατα αρχικών τιµών, τη ∆Ε στα διαστήµατα [0, 2] και
[−2, 0].

18. Να λυθούν οι Ε∆

• yn+1 − ayn = 0,
• yn+2 − 4yn+1 + 4yn = 0,
• yn+2 − 4yn+1 + 4yn = 1.

19. Να δειχθούν οι σχέσεις :

• ∆ = E − 1,
• E = ehD,

• ∇ =
E − 1

E
,

• δ = E1/2 − E−1/2,
• µ = 0.5

(
E1/2 + E−1/2

)
,

• µ = cosh
(
hD
2

)
,

• E = 1 + µδ +
δ2

2
,

• µ2 = 1 +
δ2

4
.

20. Να λυθούν οι Ε∆

• yr+2 − 5yr+1 + 6yr = 0, y0 = 0, y1 = 1,
• yr+2 − 4yr+1 + 4yr = 0, y0 = 1, y1 = 6,
• yr+2 + 6yr+1 + 25yr = 0, y0 = 0, y1 = 4.

21. Να δειχτεί ότι η γενική λύση της Ε∆

yr+2 −
(
2 + h2

)
yr+1 + yr = h2 , h > 0 ,

είναι
yn = c1

[
1 + h +

h2

2
+ O

(
h3

)]n

+ c2

[
1 − h +

h2

2
+ O

(
h3

)]n

− 1 .
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22. Να δειχτεί ότι η γενική λύση της Ε∆

yr+2 + 4hyr+1 − yr = 2h , h > 0 ,

είναι
yn = c1

[
1 − 2h + O

(
h2

)]n
+ c2(−1)n

[
1 + 2h + O

(
h2

)]n
+

1
2
.

23. Να δειχτεί ότι
h
2

(
y′r + y′r+1

)
=

(
δ +

1
12
δ3 − 1

120
δ5 + · · ·

)
yr+ 1

2
.

∆ίνεται ότι
sinh−1 z = z − 1

6
z3 +

3
4

z5 + · · · .

24. Να αποδείξετε ότι το

y0 − y1 + y2 − · · · =
∞∑

r=0

(−1)rEry0

είναι ίσο µε
1
2

y0 − 1
4

∆y0 +
1
8

∆2y0 − · · · .

25. Να υλοποιήσετε σε κώδικα τον αλγόριθµο Adams–Bashforth 3ου ϐαθµού και το αντίστοιχο
σφάλµα αποκοπής.

26. Να υπολογίσετε µια προσέγγιση του y(1.0) για τη ∆Ε y′ = 1− y, y(0) = 0, χρησιµοποιώντας
τον αλγόριθµο Adams–Bashforth 2ου ϐαθµού µε h = 0.2και αρχικές τιµές y(0) = 0,
y1 = y(0.2) = 0.18127. Συγκρίνετε τα αποτελέσµατα µε την αναλυτική λύση y(x) = 1 − e−x.

27. Υλοποιήστε σε κώδικα Fortran τον αλγόριθµο Πρόβλεψης–∆ιόρθωσης στον οποίο το h να
µεταβάλεται αυτόµατα υπολογίζοντας κάθε ϕορά το σφάλµα αποκοπής Tc.

28. Να εξετάσετε ως προς την ευστάθεια τις παρακάτω µεθόδους για τη ∆Ε y′ = −λy, λ > 0.

(α΄) Adams–Moulton 3ου ϐαθµού

yn+1 = yn +
h

12

(
5y′n+1 + 8y′n − y′n−1

)
,

(ϐ΄) Milne–Simpson
yn+1 = yn−1 +

h
3

(
y′n+1 + 4y′n + y′n−1

)
,

(γ΄)

yn+1 = yn−1 +
h
2

(
y′n + 3y′n−1

)
.

Να δείξετε ότι το απόλυτο σφάλµα για αρκετά µικρό h συνεχώς µικραίνει παρόλο που
η συγκεκριµένη µέθοδος είναι ασταθής.

29. ΄Εστω η ∆Ε y′ = −λy, λ > 0. Να δείξετε ότι yn → 0 όταν n→ ∞ και h σταθερό (δηλαδή είναι
απόλυτα ευσταθής), αν
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•
∣∣∣1 − λh + 1

2λ
2h2

∣∣∣ < 1 για τη Runge–Kutta 2ου ϐαθµού,
• h < 1/λ για τη Adams–Bashforth 2ου ϐαθµού.

30. Να δείξετε ότι η µέθοδος

yn+1 = yn−1 +
h
2

(
y′n+1 + 2y′n + y′n−1

)

είναι ασταθής για τη ∆Ε y′ = −λy και ευσταθής για την y′ = −λy + µ, όπου λ > 0 και µ , 0.

31. Να περιγράψετε τις Ε∆ για τη µέθοδο Taylor 2ου ϐαθµού, όταν εφαρµοστεί στο σύστηµα

y′1 = x2y1 − y2 , y1(0) = s1 ,

y′2 = −y1 + xy2 , y2(0) = s2 .

32. Να λυθεί η ∆Ε
y′′ + 4xyy′ + 2y2 = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 0 , (6.57)

µε τη µέθοδο Euler και µε h = 0.1. Να υπολογιστούν τα y(0.5), y′(0.5).

33. Να λυθεί η (6.57) µε µια µέθοδο πρόβλεψης–διόρθωσης 2ου ϐαθµού. Να γίνει περιγραφή
των Ε∆ και του αλγορίθµου µόνο.

34. ΄Εστω η ∆Ε y′ − 2y, y(a) = y0. Να εφαρµοστεί η µέθοδος Euler και να ϐρεθεί η έκφραση
του yk ως συνάρτηση του y0. Να εξεταστεί η συµπεριφορά της µεθόδου όταν h→ 0.

35. Να εφαρµοστεί δευτεροβάθµια µέθοδος πρόβλεψης–διόρθωσης για τη ∆Ε y′ = xy2, στο
[0, 0.2], µε y(0) = 0.25 και h = 0.1.

36. Να ϐρείτε όρια του λh για µια ευσταθή ολοκλήρωση της ∆Ε y′ = λy, y(0) = 1 µε τη µέθοδο
Runge–Kutta 3ου ϐαθµού.

37. Να δείξετε ότι το σφάλµα αποκοπής στη µέθοδο τραπεζίου είναι

− h3

12
y′′′(ξ) , ξ ∈ (xr, xr+1) .

38. Να διερευνήσετε την ευστάθεια της Adams–Moulton 3ου ϐαθµού

yr+1 = yr +
h

12

(
5y′r+1 + 8y′r − y′r−1

)
.

39. Να δείξετε ότι η προσέγγιση της παραγώγου µιας συνάρτησης από τον τύπο των κεντρικών
διαφορών είναι καλύτερη από την προσέγγιση µε τον τύπο διαφορών προς τα εµπρός.

40. Να εξεταστεί ως προς την ευστάθεια ο κανόνας τραπεζίου για τη ∆Ε y′ = λy.
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